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比较 研究 (comparative studies) 在 国际 学 术 界 是 一 个 热门 词 , 大 凡 运 用 比 
较 分 析 的 方法 来 探讨 研究 某 一 领域 的 问题 ,都 属于 比较 研究 的 范畴 . 用 比较 分 
析 的 方法 研究 数学 史 ,就 形成 所 谓 比 较 数学 史 . 比较 数学 史 ,确切 地 说 并 不 是 数 
学 史 的 一 个 分 支 ,而 是 一 个 由 方法 论 界定 的 范畴 . 

数学 是 人 类 文化 的 重要 组 成 部 分 ,数学 的 发 展 在 历史 上 呈现 出 多 元 文化 的 
特征 . 也 就 是 说 ,数学 发 展 至 今日 , 包 函 融 汇 了 世界 古今 不 同 民族 ,不同 国家 和 
地 区 的 文化 贡献 : 对 历史 上 不 同文 化 的 数学 贡献 成就、 特点 与 风格 进行 比较 研 
究 和 分 析 论 述 ,不 仅 对 于 全 面 了 解数 学 发 展 的 历史 实 属 必要 ,而 且 将 能 展示 数 
学 科学 丰富 多 彩 的 文化 内 涵 和 数学 发 展 的 深刻 复杂 的 动力 因素 . 

那么 比较 数学 史 是 不 是 仅 限 于 不 同 民 族 、 国 家 和 地 区 数学 发 展 的 比较 研究 
昵 ? 不 是 的 , 那 只 是 狭义 的 理解 . 比较 数学 史 具 有 更 为 广阔 的 内 涵 . 除了 不 同 民 
族 、 国 家 和 地 区 的 比较 ,比较 数学 史 至 少 还 应 包括 以 下 方向 : 

. 不 同时 代数 学 的 比较 . 数学 是 历史 最 悠久 的 人 类 知识 领域 之 一 . 数学 的 发 
展 经 历 了 不 同 的 历史 时 期 ,通过 不 同时 期 数学 内 容 、 特 征 的 比较 ,可 以 弄 清 数 学 
进 慈 的 脉络 ,特别 是 古今 比较 ,用 现代 数学 的 方法 去 解读 一 些 古 代数 学 成 就 , 往 
往 会 引导 重要 的 数学 史 发 现 . 

同时 代数 掌 的 比较 . 对 同一 时 代 及 前 后 相近 时 代数 学 知识 进行 比较 分 析 ， 
概括 出 一 些 共 同 的 特征 ,是 正确 复原 该 时 代数 学 发 展 本 来 面貌 的 有 效 途 径 , 其 
至 能 提供 解 开 荣 些 历史 谜团 的 钥匙 . . 

不 同 数 学 家 的 比较 . 数学 家 创造 数学 的 历史 ,对 不 同 数学 家 研究 工作 的 内 
容 . 方 法 .风格 、 特 征 等 进行 比较 分 析 , 尤 其 是 关于 同一 主题 (如 解析 几何 、 微 积 
分 等 ) 不 同 数学 家 贡献 的 比较 ,对 了 解数 学 家 们 的 创新 思维 、 廊 清 数学 学 科 起 源 
与 发 展 的 客观 过 程 具有 考 容 置疑 的 意义 . 

在 上 述 广 义 的 理解 下 ,比较 研究 可 以 说 是 数学 史 研 究 必 不 可 少 的 基本 手 
段 . 数学 史 研 究 上 一 些 突破 性 进展 ,包括 新 观点 的 提出 、 新 结论 的 获得 、 新 史料 
的 解释 等 等 ,都 离 不 开 比 较 方 法 的 运用 . 让 我 们 来 考察 几 个 经 典 的 例子 . 
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阿拉 伯 数 学 的 兴 变 


李 约 瑟 博 士 的 巨著 《中 国 科 学 技术 史 》 第 三 卷 数 学 部 分 , 堪 称 跨 文化 比较 数 
学 史 的 典范 . 作者 以 其 特有 的 贯通 中 西 的 学 术 文 化 背景 ， ,展开 了 了 电 国 古代 数学 
与 古代 巴比伦 \ 希 腊 、 印 度 、 阿 拉 伯 地 区 乃至 意大利 等 欧洲 国家 数学 的 空前 广泛 
深入 的 比较 分 析 , 令 人 信服 地 论证 了 中 国 古 代数 学 的 独立 地 位 ,纠正 了 西方 学 
界 的 一 些 传统 偏见 ， 

17 措 纪 以 后 来 华 的 西方 传教 士 们 曾经 用 当时 的 哆 洲 数学 知识 解读 中 国 古 
代数 学 著作 ,发 据 并 向 西方 知识 界 介 绍 了 包括 著名 的 “中 国 剩余 定理 ”在 闪 的 ~ 
些 申 国 古 代数 学 成 果 , 20 世纪 初 , 李 途 、 钱 宝 琼 等 开始 了 系统 的 现代 意义 土 的 中 
国 数学 史 研 究 ,运用 现代 数学 方法 揭示 了 一 系列 中 国 古 代数 学 成 果 的 世界 意 
义 . 钱 宝 琼 主编 的 《中国 数 学 史 》 可 以 看 作 是 这 方面 的 代表 作 . 像 祖 临 原理 及 球 
体积 计算 的 诠释 ,已 经 成 为 脸 炙 人 口 的 佳 篇 . 

另 一 个 方向 的 例子 是 其 文俊 的 古 证 复原 原则 . 吴 文 俊 先生 指出 :不 加 限制 
地 搬 用 现代 西方 数学 符号 与 语言 来 理解 中 国 或 其 他 文明 的 古代 数学 将 会 导致 
误解 . 他 提出 了 研究 古代 数学 史 的 方法 论 原 则 ,主张 所 有 结论 应 该 利用 古人 当 
时 的 知识 .辅助 工具 和 惯用 的 推理 方法 得 出 . 这 实际 上 就 是 强调 要 把 古代 数学 
成 果 放 到 当时 或 前 后 相近 时 代 的 背景 中 去 比较 分 析 . 吴 文 俊 先 生 运 用 此 原则 复 
原 了 刘 微 海岛 公式 、. 赵 诈 日 高 公式 、. 秦 九 韶 三 角形 面积 公式 等 . 其 后 国内 外 许多 
学 者 竞相 效法 ， 在 中 国 古代 数学 史 研 究 领域 获得 了 大 量 成 果 ， 取得 了 大 刀 阅 斧 
的 进展 . 

至 于 不 同 数学 家 之 间 的 比较 ,最 有 名 的 例子 就 是 牛顿 与 菊 布 尼 获 创立 微 各 
分 工作 的 比较 . 这 方面 的 研究 不 仅 漆 清 了 牛顿 与 莱 布 尼 芯 各 自 独立 创立 微 积分 
的 历史 真相 ,而 且 向 人 们 展示 了 这 两 位 伟大 的 学 者 鲜 活 的 创新 思维 . 

借用 一 名 俗语 不怕 不 识 货 , 只 怕 货 比 货 .? 在 占有 一 定 史料 的 基础 上 , 比 
较 分 析 乃 是 数学 史 研 究 获 得 真知 灼 见 .取得 实质 性 进展 的 重要 法 宝 , 这 里 强调 
以 史料 为 基础 ,因为 缺乏 史料 的 高 谈 阔 论 ,终究 是 基础 不 稳 的 空中 楼 阁 . 但 另 一 
方面 ,不 加 理论 研究 的 史料 ,很 可 能 变 成 沉默 的 古董 ,即使 知 其 为 宝 , 也 不 识 宝 
在 何 处 . 君 不 见 《 九 章 算 术 》( 包 括 其 注 文 ) 中 一 些 精 华 的 段落 ,历数 干 余 年 沧 业 ， 
直到 20 志 纪 经 现代 解读 才 大 放 异 彩 ! 

因此 ,比较 研究 是 数学 史 研 究 中 既 历 久 又 摩登 的 范畴 .凡是 有 意义 的 数学 
史 进 展 与 成 果 ,都 在 不 同 程度 或 不 同方 面 涉及 比较 方法 的 运用 , 当然 ,认识 其 重 
要 是 一 回 事 ,能 成 功 地 运用 又 是 一 回 事 . 至 于 收获 的 大 小 ,就 要 看 研究 者 各 人 的 
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眼力 .智慧 和 功底 了 . 正 因为 如 此 ,对 于 数学 史 工 作者 来 说 ,比较 研究 既 给 人 以 
机 会 ,也 提出 了 挑战 . 笔者 高 兴 地 看 到 ,国内 对 比较 数学 史 的 关注 在 近 十 年 来 有 
较 大 的 增长 ,一 批 中 青年 学 者 做 了 大 量 深 入 的 工作 并 有 可 喜 成 果 , 其 中 有 些 已 
引起 国际 同行 的 瞩目 . 将 这 些 成 果 整 理 出 来 ,以 丛书 的 形式 发 表 , 将 能 反映 我 国 
近年 来 在 这 方面 的 部 分 成 果 , 激励 青 年 学 者 的 研究 积极 性 ,产生 良好 的 学 术 效 
果 . 同时 ,由 于 国内 目前 基本 上 找 不 到 系统 介绍 有 关 民 族 和 地 区 (如 阿拉 伯 、 印 
度 .日 本 以 及 古 希 腾 等 ) 数 学 的 专著 ( 连 译 著 都 很 少见 ), 这 一 丛书 的 出 版 ,将 能 
从 比较 史 的 角度 ,部 分 满足 国内 学 术 界 在 这 方面 的 学 术 兴趣 与 需求 . 

首 批 出 版 的 《比较 数学 史 从 书 》 著 作 涉 及 古代 和 中 世纪 阿拉 伯 、 朝 鲜 半岛 、 
日 本 、 古 希腊 等 民族 和 地 区 数学 的 成 就 .文化 背景 ,并 与 中 国 传统 数学 进行 比 
较 , 探 讨 它们 之 间 的 相互 交流 与 影响 . 丛书 中 还 包括 了 清 代 学 者 画 法 几何 著作 
的 比较 研究 ,行列 式 理论 历史 的 比较 研究 等 . 今后 我 们 还 将 继续 扩大 研究 范围 ， 
在 条 件 成 熟 时 推出 更 多 新 的 比较 数学 史 研 究 成 果 ， 

数学 史 是 一 个 广阔 的 研究 领域 ,“ 海 阔 凭 鱼 婚 ,天 高 任 鸟 飞 ”. 然而 惟 其 广 
阔 , 把握 方 向 就 尤 显 重要 , 希望 本 从 书 的 出 版 ,能 在 推动 国内 数学 史 研究 .引导 
有 意义 的 成 果 方 面 起 到 一 定 的 作用 . 

本 处 书 中 部 分 作品 是 吴 文俊 丝绸 之 路 数学 与 天 文 基 金 资助 项 目 成 果 , 笔 者 
说 向 吴 文 俊 院 士 表示 衷心 的 感谢 . 长 期 以 来 ,山东 教育 出 版 社 对 于 数学 史学 术 
著作 的 出 版 给 以 了 难能可贵 的 支持 ,笔者 愿 借 此 机 会 向 孙 永 大 社 长 和 本 从 书 纺 


李 文 林 
2009 年 1 月 30 日 于 北京 中 关 村 
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前 “ 言 


一 种 传统 的 观点 认为 ,阿拉 伯 人 在 数学 上 没有 做 出 什么 重要 的 推进 ,他 们 
所 做 的 只 是 吸收 了 希腊 和 印度 的 数学 ,把 它们 保留 下 来 ,并 最 终 传 给 欧洲 . D 实 
际 上 ,阿拉 伯 人 @ 在 数学 上 的 贡献 ,并 非 仅 限于 对 希腊 和 印度 数学 的 吸收 和 保 


存 , 他 们 在 代数 学 .几何 学 、 三 角 学 等 领域 都 做 出 了 重要 的 贡献 . 当然 “文艺 复 


兴 以 前 的 数学 著作 ,在 成 就 上 是 几乎 无 法 同 后 来 所 取得 的 丰富 而 有 效 的 发 展 相 
比 的 ”. @ 如 果 我 们 用 现代 数学 的 尺度 去 衡量 中 世纪 陆 拉 伯 数 学 的 贡献 ,似乎 是 
毫 无 意义 的 , 另外 ;在 13 世纪 之 后 ,以 至 于 整个 文艺 复兴 时 期 ,欧洲 人 所 收集 、 
翻译 和 吸收 的 是 大 量 的 希腊 数学 著作 ,而 阿拉 伯 人 的 数学 著作 中 则 仅 有 少量 的 
为 欧洲 人 所 了 解 . @ 直 到 很 晚 的 时 代 ,一 些 阿 拉 伯 人 的 数学 著作 才 逐 渐 为 欧洲 人 
所 知 ,@ 大 量 阿拉 伯 数 学 著作 被 发 掘 研究 则 是 .19 世纪 后 期 、20 世纪 的 事 . 因此 ， 
以 现代 数学 的 观点 去 评判 阿拉 伯 人 的 成 就 对 于 现代 数学 发 展 的 影响 和 作用 也 
是 片面 的 .不 可 取 的 ,只 有 将 中 世纪 阿拉 伯 人 的 数学 工作 与 其 他 文明 一 一 早期 
希腊 、 同 时 期 或 之 前 的 中 国 和 印度 等 的 数学 工作 进行 比较 ,才能 做 出 客观 .公正 
的 评价 . 毫 无 颖 间 ; 如 果 没 有 8 惜 纪 平 半 叶 的 伊斯兰 文化 的 突然 觉醒 ,大 量 的 古 

QM- 克 莱 因 :4 十 今 数学 思想 》( 第 一 闻 ), 上 海 科学 按 术 出 版 社 ,1979, 第 224 页 . 另外 ， 
数学 史家 也.V. Smith 等 也 持 这 种 观点 ,参见 D. V. Smith， Hittary of Mathematics, Vol.1, 
Ginn and Company, 1923, 'p. 177. 

四 这 里 的 “阿拉 伯 人 ?* 泛 指 阿拉 伯 帝 国 统治 下 的 各 个 不 同 的 民族 ,包括 希腊 人 、 花 拉 子 横 

人 、 波 斯 人 、 令 利 亚 人 、 摩 尔 人 以 及 犹太 人 等 . 

@ 李 约 瑟 ;《 中 国 科学 技术 史 》 科 学 出 版 社 ,1978, 第 334 页 

@ 公元 1183 年 ; 花 拉 子 米 的 著作 《代数 学 被 从 阿拉 伯 文 详 成 拉丁 文 .该 书 传 入 欧洲 后 ， 
在 相当 发 一 段 时 间 中 一 直 被 用 作 课本 。 曾 流传 的 较 著名 的 版 本 有 :抄录 于 1342 年 的 阿拉 伯 


， 文 手稿 (1831 年 ,F. Rosen 将 其 译 成 英文 ) 及 L. Charles Karpinski 根据 Robert of Chester 


1831 年 翻译 的 拉丁 文本 编译 的 版 本 . 

回 如 奥马 。 海 亚 姆 的 代数 学 著作 1742 年 随 着 Gerard Meerman 的 著作 Speciman 
Calculi Fluxionalis 在 Leyden 的 出 版 为 人 们 所 知 ,但 直到 1851 年 , 才 真 正 引 起 欧洲 学 者 的 
普遍 关注 ; 萨 马 瓦尔 的 工作 则 在 20 世纪 70 年 代 才 真正 为 人 们 所 了 和解 ;等 等 . 
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代 科 学 和 数学 知识 已 经 失传 . 之 后 不 同 的 时 期 ,巴格达 、 科 瓦尔 多 、 布 哈 拉 、 花 拉 
子 模 、 撤 马尔 罕 等 诸多 城市 成 为 重要 的 科学 中 心 ,阿拉 伯 人 通过 各 种 途径 组 织 
收集 了 大 量 的 希腊 和 印度 的 数学 和 天 文学 著作 ,并 有 大 批 的 叙利亚 、 伊 朗 、 美 索 
不 达 米 亚 .印度 等 地 的 学 者 豪 集 或 被 延 聘 到 这 些 地 方 ,其 中 不 乏 相 当 出 色 的 翻 
译 人 员 , 他 们 把 大 量 的 各 种 文献 译 成 阿拉 伯 文 . 在 翻译 过 程 中 ,他 们 对 许多 文献 
重新 进行 了 校订 、 考 证 ,勘误 ,增补 和 注释 . 这 些 文献 中 包括 欧 几 里 得 (Euclid， 
c, 375 一 ci.325 B.C., )、 阿 基 米 德 (Archimedes，287 一 212 B.C. )、 人 阿波 办 尼 奥 斯 
(Apollonius，c. 262 一 190 B; C, )、 梅 内 劳 斯 (Menelaus,c. 100 B.C.)、 托 勒 密 
(Ptolemy, c. 90 一 168) 和 和 丢 番 图 (Diophantus;c. 250) 等 希腊 著名 学 者 的 数学 和 天 
文学 著作 ,还 有 印度 数学 家 和 和 天 文学 家 的 著作 等 . 这 些 阿拉 伯 译 本 后 来 成 为 欧洲 
人 了 解 古 希腊 数学 的 主要 来 源 . 因此 ,阿拉 伯 人 在 对 希腊 和 和 印度 的 科学 和 数学 知 
识 的 保存 上 是 功 不 可 没 的 .另外 ,阿拉 伯 人 并 非 希腊 数学 的 简单 模仿 者 ,他 们 在 代 
数学 .几何 学 和 三 角 堂 等 领域 都 做 出 了 重要 的 贡献 ,在 代数 学 方面 ;他 们 首次 把 伐 
数学 作为 一 门 独立 的 科学 ,给 出 了 一 次 方程 .二 次 方程 的 一 般 解 法 ,一 般 三 次 方程 
的 几何 解法 ,建立 了 开 高 次 方 的 数值 方法 一 一 西方 所 谓 鲁 非 尼 一 霍 纳 算法 ,并 给 
出 了 二 次 方程 .三 次 方程 的 数值 解法 ,首次 较为 系统 地 论述 了 代数 多 项 式 理论 和 
二 项 式 定 理 等 . 几何 学 方面 ,阿拉 伯 学 者 喻 汰 (Alhazen, .c. 965 一 1039) .奥马 ， 海 
亚 姆 (Omar Khayyam, c. 1048 一 c; 1131) ,纳西 尔 丁 ， 图 西 CNasir al-Din ai-Tusi， 
1201 一 1274) 等 对 欧 几 里 得 第 五 公设 的 证 明和 做 了 较 早 的 尝试 , 卡 西 (al-Kashi,? 一 
1429) 利 用 圆 内 接 和 外 切 正 多 边 形 将 圆周 率 精 确 到 小 数 点 后 17 位 . 三 角 学 方面 ， 
他 们 引入 了 几 种 新 的 三 角 函 数 , 如 阿布 。 瓦 法 (Abaal-Wafa，940 一 998) 首 先 将 正 
切 . 余 切 作为 独立 的 函数 ,而 不 是 正弦 和 余弦 的 比值 ;首次 引 人 了 正 割 和 余 割 ; 建 
立 了 若干 三 角 函 数 关 系 式 , 并 给 出 了 许多 三 角 公 式 的 证 明 . 巴 塔 尼 (al-Battani， 
c. 858 一 929) 发 现 了 球面 三 角 余弦 定理 
cosa 一 cospcosc 十 sinpsinccosA. 

阿拉 伯 人 还 编制 了 大 量 的 三 角 函 数 表 ,而 纳西 尔 丁 在 《 论 完全 四 边 形 》(Kashf 
al-qinafi asrarshakl al-qita) 中 对 平面 三 角形 作 了 系统 的 论述 ,使 得 三 角 学 开 
始 脱离 天 文学 而 成 为 独立 的 学 科 . 中 


Q@ 纳西 尔 丁 的 工作 直到 15 世纪 才 为 欧洲 人 所 知 ,数学 史家 苏 特 曾 感 慨 地 说 :“ 假 如 15 
世纪 欧洲 的 三 角 学 者 早 知道 他 们 的 研究 ,不 知 还 有 没有 插足 的 余地 .” 
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近来 , 随 着 对 大 量 既 有 文献 (如 萨 马 瓦尔 (al-Samawal,? 一 c. 1180) 和 沙拉 
夫 丁 ， 图 西 (Sharaf al-Din al-Tasi，? 一 1213/1214) 等 的 代数 学 著作 ) 研 究 的 进 
一 步 深入 和 新 文献 不 断 被 发 现 和 研究 ,人 们 对 看 待 阿 拉 伯 数学 的 传统 观念 产生 
了 疑问 ,开始 从 历史 的 比较 研究 的 角度 以 客观 的 标准 重新 认识 阿拉 伯 数 学 , 重 
新 评价 它 的 成 就 和 贡献 . 在 德国 .法 国 、 美 国 , 俄 罗斯 ,乌兹别克 斯 坦 、 蛤 萨克斯 
坦 、 塔 吉 克 斯 坦 等 国家 ,活路 着 一 批 从 事 中 世纪 阿拉 伯 数 学 研究 的 数学 史家 ,并 
建立 了 专门 的 研究 和 届 构 .对 于 大 量 既 有 文献 ,如 花 拉 子 米 (al-Khowarizmi,c. 780 一 
c. 850) 、 比 鲁尼 (al-Biranmi 或 Barini,973 一 一 1050) 、 纳 西 尔 丁 以 及 奥马 。 海 亚 姆 等 
的 著作 ,数学 史 工 作者 们 从 其 思想 来 源 、 成 就 .思想 方法 和 影响 等 方面 进行 了 进 
一 步 的 探讨 ,其 中 也 包括 纵向 和 横向 的 部 分 比较 ;对 于 新 的 文献 , 则 主要 集中 在 
考证 .成 就 和 有 思想 方法 的 研究 .与 近 现 代数 学 关系 的 研究 等 诸多 方面 .事实 上 ， 
研究 发 现 ,阿拉 伯 数 学 在 对 希腊 .印度 数学 保存 和 吸收 的 同时 ,在 许多 方面 也 做 
出 了 同时 代 不 逊 竹 其 他 国家 的 卓越 成 就 . 这 种 观点 已 经 为 越 来 越 多 的 学 者 所 接 
然而 ,以 往 的 比较 研究 主要 是 在 阿拉 伯 、 印 度 .希腊 和 文艺 复兴 的 欧洲 之 间 
进行 ,即使 偶 有 涉及 中 国 , 也 相对 比较 简单 ,多 是 指出 二 者 之 间 影 响 和 交流 存在 
的 可 能 性 . 针对 阿拉 伯 数 学 研究 的 现状 , 吴 文 俊 教授 曾 大 声 疾 呼 ,倡导 在 国内 
展开 对 阿拉 伯 数 学 史 的 研究 . 作者 正 是 受到 这 一 高 有 瞻 远 瞩 的 倡导 的 影响 而 投 
身 于 阿拉 伯 数 学 史 研 究 领域 的 . 在 对 阿拉 伯 数 学 进行 探讨 的 过 程 中 ,作者 发 现 
了 阿拉 伯 数 学 著作 与 中 国 古 代数 学 著作 中 的 诸多 相似 或 相同 的 内 容 , 这 种 相似 
或 相同 不 仅仅 是 形式 上 的 ,更 多 是 过 程 . 思 想 和 方法 本 质 上 的 . 另外 ,作者 在 资 
料 的 搜集 和 阅读 过 程 中 ,产生 了 将 阿拉 伯 数 学 与 希腊 .印度 .中 国文 艺 复兴 的 
欧洲 以 至 于 古代 巴比伦 ,埃及 的 数学 进行 全 面 比 较 研究 的 想法 . 本 书 将 主要 就 
阿拉 伯 代 数学 中 的 一 些 问题 展开 讨论 ,主要 工作 涉及 到 下 面 几 个 部 分 : 

(1) 开 方 和 方程 的 数值 解法 ; 

(2) 多 项 式 理论 和 二 项 式 定理 ; 

(3) 方程 论 . 
一 方面 考察 了 中 世纪 阿拉 伯 在 这 些 方面 的 成 就 .特点 及 发 展 的 脉络 ; 另 一 方面 ， 


@ 钱 宝 玉 、 杜 石 然 , 李 约 医 等 的 作品 中 都 曾 提 及 ,后 文 将 具体 介绍 . 
@ 在 1993 年 中 国 科 学 院 数学 所 举办 的 “中 外 比较 数学 史 讨论 班 " 和 1994 年 香山 “第 四 
届 数 学 史 年 会 "上 ,作者 作为 会 议 成 员 两 次 聆听 吴 文 俊 教授 的 这 一 倡导 ， 
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做 了 纵向 、 横 向 的 比较 , 即 阿拉 伯 内 部 不 同时 期 学 者 的 工作 比较 以 及 阿拉 伯 与 
希腊 .印度 .中 国之 间 同 类 成 就 的 比较 (特别 是 阿拉 伯 和 中 国之 间 在 代数 学 方面 
存在 的 诸多 相似 和 相同 之 处 ), 这 种 同类 成 就 的 比较 不 仅仅 局 限于 其 形式 ,更 在 
于 这 些 成 就 中 草 含 的 方法 .过 程 及 特点 . 书 中 整理 出 了 从 古代 到 文艺 复兴 时 期 
代数 学 发 展 的 几 条 线索 ,通过 比较 指出 了 阿拉 伯 代 数学 的 可 能 思想 来 源 ( 即 需 
腊 思 想 的 影响 和 东方 传统 ) ,重新 评价 了 它 在 代数 学 发 展 中 的 成 就 和 地 位 ,也 从 
侧面 说 明 应 如 何 看 待 中 国 古 代数 学 在 世界 数学 中 的 地 位 ,以 及 它 对 近 现代 数学 
的 影响 . 另外 ,虽然 在 几何 学 与 三 角 学 方面 ,阿拉 伯 与 中 国之 间 的 联系 远 不 如 代 
数学 方面 密切 ,但 为 了 保证 该 书 内 容 的 完整 性 和 系统 性 ,作者 对 阿拉 伯 学 者 在 
这 两 个 方面 的 主要 成 就 也 做 了 简略 叙述 ,以 供 读者 参考 . 再 者 ,由 于 中 国 古 代 学 
者 和 阿拉 伯 学 者 在 插值 法 方面 的 工作 极为 类 似 ,虽然 这 部 分 内 容 不 属于 代数 
学 ,但 作者 还 是 将 阿拉 伯 插 值 法 作为 本 书 的 最 后 一 章 内 容 . 

作者 挑选 阿拉 伯 代 数学 这 一 课题 进行 研究 是 一 个 初步 的 尝试 ,由 于 作者 的 
研究 主要 依靠 了 英文 版 的 阿拉 伯 文 献 ,掌握 的 研究 文献 与 资料 有 限 , 挂 一 漏 万 
和 不 妥 之 处 难免 . 朴 漏 雇 误 之 处 , 敬 请 读者 指正 . 
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历史 背景 


阿拉 伯 半 岛 南 北 自然 条 件 差异 很 大 . 半岛 的 西南 隅 ,土地 肥沃 ,雨量 充沛 ， 
适宜 于 农业 耕作 ,居住 在 那里 的 人 们 专 农 业 生 产 为 主 . 而 中 部 和 北部 ,多 是 炎热 
干旱 的 沙漠 . 半 沙 漠 , 自 然 条 件 十 分 艰苦 ,主要 是 游牧 民生 活 的 地 方 . 总 的 来 说 ， 
阿拉 伯 半 岛 大 部 分 地 区 土壤 磁 薄 ,气候 炎热 干旱 ,不 利于 农作物 生长 . 生活 在 这 
里 的 阿拉 伯 人 直到 6 世纪 还 大 都 过 着 蒙昧 贫困 的 生活 , 统 二 和 扩张 逐渐 成 为 他 
们 的 愿望 . 伊斯兰 教 的 产生 和 传播 为 阿拉 伯 的 统一 和 强大 奠定 了 思想 基础 . 

穆罕默德 (Muhammad，c. 570 一 632) 是 要 斯 兰 教 的 先知 .他 出 生 于 麦 加 ,从 
小 未 受过 教育 , 曾 多 次 参加 商 队 贸 易 , 到 过 叙利亚 和 巴勒斯坦 等 地 . 在 旅行 期 
间 ,他 接触 了 犹太 教 和 基督 教 ,混合 的 宗教 意识 在 他 的 头脑 中 产生 ,使 他 认为 真 
主 安 拉 是 唯一 的 神 ,而 他 自己 则 是 安 拉 的 使 者 ,所 有 创造 的 化 身 , 被 派 遗 来 领导 
他 的 人 民 : 公元 613 年 ,穆罕默德 在 麦 加 公开 传教 . 公元 622 年 ,他 应 邀 到 了 麦 
地 那 ,这 标志 着 穆罕默德 时 代 的 到 来 . 从 此 之 后 ,穆罕默德 成 为 宗教 和 军事 的 领 
袖 , 并 在 麦 地 那 建立 了 政教 合 一 的 国家 一 一 阿拉 伯 部 落 联 盟 . 几 年 的 时 间 , 穆 斯 
林 几 乎 征服 了 整个 阿拉 伯 半 岛 . 公元 632 年 ,正当 穆罕默德 计划 对 拜占庭 帝国 
采取 行动 时 ,他 却 不 幸 在 麦 地 那 去 世 , 但 这 并 没有 妨碍 伊斯兰 国家 的 扩张 . 他 的 
启 继 者 们 被 称 为 “哈里 发 ,最初 几 任 是 从 穆罕默德 的 亲信 中 选 出 的 , 集 政 治 . 宗 
教 .军事 领导 权 于 一 身 . 他 们 以 惊人 的 速度 吞并 了 邻邦 的 领土 . 短 短 几 年 之 内 ， 
征服 了 大 马 士 革 ,耶路撒冷 和 美 索 不 达 米 亚 流域 等 的 大 片 土地 . 公元 641 年 , 穆 
斯 林 攻 占 了 多 年 来 一 直 是 世界 数学 中 心 的 拜占庭 首都 亚历山大 城 ,城中 号 称 当 
时 世界 上 藏书 量 最 大 的 图 书馆 中 的 图 书 几乎 被 入 侵 者 支 掠 一 空 . 至 约 公元 750 
年 ,经 过 一 个 多 世纪 的 不 断 征战 和 扩张 ,阿拉 伯 人 统治 了 包括 地 中 海 沿岸 的 所 
有 非洲 国家 ,两 河流 域 . 印 度 以 北 直到 中 国 的 西部 边界 的 广大 地 区 以 及 埃及 、 北 
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非 沿 岸 直到 跨 海 的 西班牙 境内 的 大 片 领土 ,形成 了 地 跨 亚 , 非 . 欧 三 洲 的 庞大 的 
阿拉 伯 帝 国 . 之 后 ,他 们 这 种 好 斗 的 精神 逐渐 平静 下 来 ,哈里 发 统治 下 的 各 区 域 
也 逐渐 分 裂 . 在 摩洛哥 城 形成 西部 阿拉 伯 , 东 部 阿拉 伯 则 在 哈里 发 曼 苏 尔 (al- 
Mansur) 的 率领 下 建 都 巴格达 ,巴格达 迅速 成 为 新 的 科学 中 心 . 


阿拉 伯 科 学 文化 的 来 源 


阿拉 伯 人 征服 的 地 区 大 都 是 经 济 和 文化 上 相对 先进 的 地 区 ,在 阿拉 伯 征 服 
者 向 这 些 地 区 输入 伊斯兰 教 和 阿拉 伯 语 的 同时 ,也 保存 和 吸收 了 这 些 地 区 先进 
的 科学 遗产 和 文化 传统 ,这 使 得 希腊 、 伊 朗 、 印 度 和 中 亚 各 民族 的 科学 文化 得 以 
继续 发 展 . 事实 上 ,到 了 大 约 公元 750 年 , 即 阿拉 伯 的 对 外 扩张 热潮 渐渐 冷却 下 
来 时 ,阿拉 伯 人 才 走 下 开始 准备 书写 他 们 自己 的 历史 ,统治 者 们 开始 泥 望 接受 、 
吸收 他 们 已 经 征服 地 区 的 文明 来 发 展 自己 的 文明 . 

阿拉 伯 科 学 文化 的 来 源 是 多 方面 的 . 希腊 文化 是 其 主要 来 源 之 一 . 早 在 公 
元 529 年 ,柏拉图 学 园 被 查封 时 ,许多 学 者 跑 到 波斯 ,在 那里 滋 荣 了 希腊 文化 ， 
这 一 文化 后 为 阿拉 伯 文 化 所 融合 . 阿 拔 斯 王朝 的 哈里 发 兽 专 门派 大 从 拜占庭 搜 
集 购买 过 大 量 的 希腊 手稿 ;阿拉 伯 军 队 攻 占 亚历山大 城 之 后 ,又 从 那里 支 掠 了 
大 量 的 书籍 ,这 些 手稿 与 书籍 后 来 成 为 阿拉 伯 人 发 展 自己 文化 的 重要 基础 . 印 
度 文化 是 阿拉 伯 文 化 的 另 一 重要 来 源 . 滞留 在 阿拉 伯 地 区 中 的 许多 印度 人 ,不 
仅 将 他 们 在 印度 学 到 的 知识 传授 给 阿拉 伯 人 ,同时 给 阿拉 伯 地 区 带 来 了 大 量 的 
印度 著作 ,这 些 都 很 好 地 激 育 了 阿拉 伯 科 学 文化 . 阿 搁 伯 人 征服 伊拉克 、 令 利 
亚 、 埃 及 等 地 区 之 后 ,对 保存 在 这 里 的 古代 文化 采取 接受 .吸收 的 态度 ,它们 中 
的 大 量 优秀 成 果 最 终 也 融 为 阿拉 伯 文 化 的 一 部 分 . 阿拉 伯 地 区 和 中 国之 间 的 贸 
易 往 来 由 来 已 久 ,而 中 国 和 印度 之 间 随 着 宗教 方面 的 往来 ,文化 交流 也 早已 展 
开 . 因此 ,中 国 古 代 文 化 也 是 阿拉 伯 文 化 的 直接 或 间接 来 源 之 一 . ( 据 传 , 穆 罕 默 
德 曾 提出 : “学问, 虽 远 在 中 国 , 亦 当 求 之 . ”) 总 之 ,阿拉 伯 征 服 者 渴望 得 到 知识 
的 情绪 被 激 起 后 ,他 们 广泛 地 吸收 了 邻邦 的 科学 文化 知识 . 

伊斯兰 文化 有 它 孕 育 、 发 生 .成 长 和 结果 等 几 个 不 同 的 发 展 阶段 . 倭 马 亚 王 
朝 的 早期 (7 世纪 中 叶 至 8 世纪 初 ), 尤 其 是 希腊 文化 ,波斯 文化 以 及 其 他 民族 的 
文化 在 当地 仍 占 主导 地 位 时 ,还 谈 不 上 独立 的 伊斯兰 文化 的 存在 , 它 仅 处 于 孕 
育 时 期 .从 8 世纪 开始 ,特别 是 从 8 世纪 中 时 到 10 世纪 的 一 百 多 年 间 , 阿 拉 伯 
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统治 者 一 方面 搜罗 大 量 人 才 , 另 一 方面 也 大 力 搜集 .购买 其 他 民族 的 科学 著作 ， 
并 将 它们 翻译 成 阿拉 伯 文 . 同时 ,阿拉 伯 统 治 者 通过 伊斯兰 教 向 被 征服 民族 推 
行 阿 拉 伯 的 政策 ,促进 了 穆斯林 和 其 他 民族 的 融合 . 这 时 ,真正 的 伊斯兰 文化 才 
逐渐 形成 . 在 这 些 文化 的 基础 上 ,经 过 伊斯兰 意识 形态 的 筛选 加工、 改造 后 并 
予以 吸收 和 发 展 , 伊 斯 兰 文 化 开始 成 长 和 结果 . 9 世纪 到 12 世纪 初 ,是 阿拉 伯 科 
学 .数学 极其 辉煌 的 时 代 . 不 同时 期 ,巴格达 、 科 瓦尔 多 . 布 哈 拉 、 花 拉 子 模 、 莱 
黄 , 伊 斯 法 罕 、 撒 马尔 干 等 城市 成 为 重要 的 科学 中 心 , 集 中 了 各 地 来 的 大 批 学 者 . 
在 这 期 间 , 阿 拉 伯 辆 家 陆续 出 现 了 许多 杰出 的 数学 家 ,如 花 拉 子 米 、 泰 比特 ， 伊 
本 “。 库 拉 (Thabit ibn Qerra;836 一 901)` 巴 塔 尼 、 阿 布 ， 瓦 法 、 饥 拉 吉 (al-Karaji 或 
al-Karkhi) 、 伊 本 。 西 纳 (CIbn Sini,980 一 1037) 、 比 和 鲁尼、 哈 崔 以 及 奥马 。 海 亚 姆 等 
等 ,他 们 在 数学 .天 文学 .物理 学 地 理学 等 领域 都 做 出 了 突出 的 贡献 . 从 12 世 
纪 初 期 开始 ,阿拉伯 科 学 逐渐 衰退 ,虽然 在 12 世纪 后 期 13 和 15 世纪 出 现 了 几 
位 杰出 的 学 者 ,如 纳西 尔 丁 .沙拉 夫 于 '“ 图 西 . 卡 西 等 ,但 终 未 达到 其 辉煌 时 期 
的 水 平 . 随 着 阿拉 伯 帝 国 的 崩 省 , 卡 西 之 后 ,伊斯兰 文化 急速 训 退 .因此 ,也 就 没 
有 必要 再 对 之 后 的 阿拉 伯 科 学 作 评 述 . 总 的 来 说 ,伊斯兰 文化 中 很 自然 地 含有 
多 民族 文化 的 因素 , 它 不 是 单一 民族 或 纯粹 阿拉 伯 半 岛 居民 一 一 阿拉 伯 人 的 文 
化 ,而 是 信仰 伊斯兰 教 的 多 民族 共同 创造 的 文化 . 


阿拉 伯 的 “翻译 运动 ” 


约 从 8 世纪 中 叶 到 10 世纪 的 一 百 多 年 间 , 是 阿拉 伯 科 学 的 翻译 运动 时 期 . 
翻译 运动 一 方面 使 得 太 量 的 吉 代 科学 和 数学 知识 (特别 是 希腊 的 ) 得 以 保留 下 
来 ; 另 一 方面 ,在 佣 斯 兰 文化 的 形成 和 发 展 过 程 中 也 起 了 非常 重要 的 作用 . 那 时 
的 巴格达 ,从 叙利亚 .伊朗 和 美 索 不 达 米 亚 等 地 延 聘 了 许多 学 者 从 事 翻 译 工 作 ， 
他 们 主要 是 一 些 基督 徒 .犹太 教徒 和 版 依 了 伊斯兰 教 的 佛教 徒 等 . 

公元 766 年 ,哈里 发 曼 苏 尔 统治 时 期 (754--775) ,印度 天 文学 著作 《 悉 檀 
多 }(Sindjind) 传 人 阿拉 伯 , 并 于 775 年 左右 被 译 成 阿拉 伯 文 . 公元 780 年 , 托 
勒 密 的 天 文学 著作 《大 汇编 ?(4rzragest) 被 从 希腊 文 译 成 阿拉 伯 文 . 之 后 ,在 哈 
里 发 哈 伦 。 兰 希 (Haroun al-Raschid,786 一 809 在 位 ) 、 马 蒙 (al-Mamun,813 一 
833 在 位 ) 等 的 大 力 支 持 下 (特别 是 马 蒙 ,他 在 巴格达 修建 了 一 座 “ 智 慧 宫 ,召集 
了 许多 著名 学 者 ,是 继 亚历山大 博物 馆 之 后 址 界 上 最 重要 的 学 术 机 构 ), 翻译 家 
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们 把 大 量 文献 都 译 成 阿拉 伯 文 ,并 对 许多 文献 重新 进行 校订 、 考 证 、 勘 误 、 增 补 
和 注解 ,其 中 有 欧 儿 里 得 、 阿 基 米 德 、. 阿 波 罗 尼 奥 斯 、 梅 内 劳 斯 .海伦 (Heron of 
Alexandria,1 世纪 ) 和 丢 番 图 等 希腊 著名 学 者 的 数学 和 天 文学 著作 ,以 及 古 希 
腊 亚 里 士 多 德 、 柏 拉 图 、 伽 伦 和 希 波 克拉 底 (Hippocrates of Chios) 等 的 哲学 著 
作 , 还 有 印度 数学 家 、 天 文学 家 婆罗 摩 筑 多 (Brahmagupta，c. 598 一 c. 660) 的 著 
作 等 等 . 在 众多 的 翻译 家 之 中 ,特别 值得 提 及 的 是 9 世纪 后 半 叶 的 泰 比特 ， 伊 
本 “， 库 拉 , 他 不 但 是 希腊 著作 的 杰出 翻译 家 , 而且 也 是 一 位 相当 出 色 的 注释 者 . 
他 将 欧 几 里 得 、 阿 基 米 德 .阿波 罗 尼 奥 斯 、 托 勒 密 和 欧 托 修 斯 CEutocius of 
Ascalon，c. 480 一 c. 540) 的 著作 译 成 阿拉 伯 文 ,并 为 丢 番 图 和 帕 普 斯 (Pappus) 
的 著作 进行 补 注 . 如 果 没 有 泰 比 特 的 工作 ,现存 的 希腊 著作 的 数量 将 会 更 少 . 大 
量 的 古 希 腊 时 期 的 著作 也 正 是 通过 它们 的 阿拉 伯 译 本 得 以 流传 下 来 ， 


阿拉 伯 数 学 


伊斯兰 文化 在 它 形成 之 际 是 以 阿拉 伯 语 交流 传播 ,用 阿拉 伯 文 字 书 写 表述 
的 ,所 以 又 称 为 阿拉 伯 文 化 .“ 阿 拉 伯 科学 ”可 以 说 是 用 阿拉 伯 文 写成 的 科学 著 
作 , 而 “阿拉 伯 数 学 ”同样 可 以 说 是 用 阿拉 伯 文 写成 的 数学 著作 . 阿拉 伯 文 属于 
闪 米 特 语系 , 它 是 一 种 多 种 文化 的 混合 语 . 在 同 被 征服 民族 的 交往 中 ,阿拉 伯 人 
不 断 地 从 波斯 语 .阿拉 马 语 和 其 他 外 国语 言 中 吸取 大 量词 汇 ,其 中 包括 从 希腊 
人 那里 吸取 的 政治 、 科 学 和 哲学 术语 等 . 在 阿拉 伯 数 学 中 ,正统 的 阿拉 伯 人 的 数 
学 著作 只 是 其 中 的 一 小 部 分 , 而 大 部 分 的 著作 还 是 希腊 人 、 波 斯 人 、 花 拉 子 模 
人 .叙利亚 人 、 摩 尔 人 以 及 犹太 人 等 完成 的 .下面 我 们 统称 阿拉 伯 帝 国 统治 下 的 
人 们 为 阿拉 伯 人 :阿拉伯 的 数学 著作 主要 是 算术 、 代 数 、 几 何 和 三 角 学 方面 的 . 
几何 和 三 角 学 方面 的 著作 ,许多 内 容 来 源 于 古 希 腊 数 学 ;算术 和 代数 学 方面 的 
著作 则 较 多 地 受 印度 数学 、 中 国 数学 的 影响 ,许多 著作 中 对 于 印度 来 源 都 作 了 
十 分 清楚 的 记载 , 书 名 中 出 现 “ 印 度 ” 字 样 的 著作 就 明确 地 说 明了 这 一 点 . 如 花 
拉 子 米 的 《印度 的 计算 术 》CAlgoritmi de Numero Indorum 现存 为 拉丁 文本 ， 
剑桥 大 学 图 书馆 收藏 ) . 库 斯 耶 尔 (Kushyar ibn Labban al-Jili) 的 《印度 计算 原 


@ J.L. Berggren, Episodes in the Mathematics of Medieval Islam, Springer-Verlag, 
1986 ,pp. 2 一 5. 或 D. E. Smith, .History of Mathematics, Ginn and Company,1923,p. 176. 
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理 X(Principles of Hindu Reckoning ) 以 及 纳 塞 维 (a-Nasawi) 的 《印度 计算 必 
备 》 AFMzuazai fz al-Hisab al-Hindu) 等 . 从 阿拉 伯 的 许多 著作 ,特别 是 算术 、 
代数 著作 中 ,我 们 可 以 发 现 大 量 的 与 中 国 古 代数 学 著作 相似 的 内 容 , 甚 至 不 少 
的 内 容 完全 相同 . 据 中 国 数学 史家 钱 宝 琼 和 英国 科学 史家 李 约 瑟 (J. Needham) 
等 的 论述 ,这些 内 容 可 能 是 由 中 国 传人 阿拉 伯 国 家 ,通常 认为 是 经 由 印度 间接 
传人 的 . 印度 是 中 阿 文化 交流 的 中 间 媒 介 . 另外 ,很 早 就 已 经 开始 的 中 阿 贸易 
交流 和 政治 交往 是 也 为 两 个 地 域 的 科学 文化 和 数学 交流 奠定 了 基础 . 


@ 杜 石 然 :《 试 论 宋 元 时 期 中 国 和 伊斯兰 国家 间 的 数学 交流 》 载 钱 宝 院 人 《 宋 元 数学 史 论 
文集 》, 科 学 出 版 社 ,1966, 第 241 一 265 页 . 杜 石 然 :再 论 中 国 和 阿拉 伯 国 家 间 的 数学 交流 》， 
载 (自然 科学 史 研 究 》,3(1984) ,4, 第 299 一 303 页 . 李 约 瑟 :《 中 国 科学 技术 史 》( 第 二 卷 数 
学 ) ,第 323 一 328 页 . 钱 宝 义 区 中 国 数学 史 》, 科 学 出 版 社 ,1992, 第 214 一 224 页 . 

@ 李 约 瑟 :《 中 国 科学 技术 史 了 (第 一 卷 ”总 论 ) ,第 367 一 412,476 一 481 页 . 
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阿拉 伯 学 者 在 几何 学 方面 的 成 就 虽 不 如 在 三 角 学 和 代数 学 方面 突出 ,但 他 
们 也 在 几何 学 的 某 些 问题 上 做 出 了 重要 推进 . 主要 表现 在 以 下 两 个 方面 :1. 几 
何 作 图 ;2, 欧 几 里 得 第 五 公设 (或 者 说 伊斯兰 世界 的 平行 线 理论 ) 证 明 的 尝试 . 
特别 是 后 者 ,阿拉伯 学 者 做 出 了 重要 贡献 ， 


8$2.1 几何 作 图 


几何 作 图 是 古 希 腊 几 何 学 家 有 强烈 兴趣 的 课题 之 一 . 欧 几 里 得 的 《几何 原 
本 兴 下 /ements) 有 两 部 分 是 专门 关于 这 一 问题 的 讨论 《几何 原本 》 第 四 部 分 , 欧 
几 里 得 给 出 了 等 边 三 角形 .正方 形 . 正 五 边 形 .正六 边 形 .正八 边 形 、 正 十 边 形 以 
及 正 十 五 边 形 的 作法 ;第 八 部 分 ,给 出 了 正四 面体 .正六 面体 .正八 面体 . 正 十 二 
面体 以 及 正二 十 面体 的 作法 . 作 图 的 工具 为 圆规 和 直 尺 , 即 尺 规 作 图 . 这 里 的 图 
规 指 的 是 可 折 双 圆规 , 直 尺 指 的 是 没有 平行 边 、 没 有 刻度 的 直 尺 .《 几 何 原本 》 是 
阿拉 伯 学 者 几何 作 图 知识 的 重要 来 源 , 大 批 的 阿拉 伯 学 者 对 它 作 过 编辑 和 评 
注 , 在 中 世纪 , 它 曾 是 阿拉 伯 数 学 和 天 文学 的 学 生 必 读 的 基本 教材 . 除 《几何 原 
本 》 之 外 , 古 希腊 学 者 阿 基 米 德 的 两 篇 论文 4 论 球面 和 柱 面 》《 圆 内 接 七 边 形 》 以 
及 阿波 罗 尼 奥 斯 的 著作 《圆锥 曲线 ?也 是 阿拉 伯 学 者 进行 几何 作 图 的 重要 支柱 . 

关于 阿布 。 萨 赫 尔 (Aba Sahl al-Qahi) 正 七 边 形 的 构造 问题 . 萨 赫 尔 是 10 
世纪 后 半 叶 巴格达 街头 的 一 个 要 玻璃 瓶 的 魔术 师 ,后 来 ,他 放弃 了 玩 魔术 而 从 
事 科 学 研究 . 也 许 是 作为 魔术 师 的 经 验 激 起 了 他 对 物体 重心 研究 的 兴趣 ,他 取 
得 了 自 阿 基 米 德 时 代 以 后 关于 重心 研究 的 最 深刻 的 理论 成 果 . 萨 赫 尔 非常 熟悉 
阿 基 米 德 的 工作 ,他 对 《 论 球面 和 柱 面 》 的 第 二 部 分 作 了 评注 . 在 评注 中 ,他 给 出 
了 如 何 利 用 圆锥 曲线 构造 一 个 球体 ,而 这 个 球体 和 另外 一 个 球体 的 一 部 分 表面 
积 相同 的 方法 . 萨 赫 尔 还 设计 了 画 贺 锥 曲线 的 一 种 仪器 一 一 完全 规 (complete 
compass). 凭借 在 圆锥 曲线 上 的 兴趣 和 经 验 , 萨 赫 尔 考虑 了 正七 边 形 的 构造 问 
题 . 他 找到 了 一 种 依赖 于 圆锥 曲线 的 解决 方法 . 他 的 灵感 来 源 于 阿 基 米 德 正七 
边 形 存在 性 的 证 明 . 然而 ,构造 正七 边 形 作为 一 个 问题 , 却 是 萨 赫 尔 之 前 的 几何 
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学 家 一 直 没 有 解决 的 . 

萨 赫 尔 构造 正七 边 形 采 用 的 是 传统 的 分 析 法 ,也 就 是 说 ,他 首先 假设 正七 
边 形 已 经 构造 出 来 ,然后 用 一 系列 能 够 反 推 的 结论 推 证 构造 正七 边 形 的 条 件 . 
利用 这 种 方法 ,他 得 到 也 等 价 于 作 正 七 边 形 的 作 图 法 . 我 们 可 以 将 他 的 整个 过 
程 分 为 以 下 三 个 步骤 : 

第 一 步 ,从 正七 边 形 到 三 角形 . 如 图 2-1, 设 圆 中 弦 BG 是 其 内 接 正 七 边 形 


的 一 边 , 且 AB 一 2BG, 则 弧 ABC 一 3 有 U 因为 反 为 整个 加 周 的 广 , 所 以 弧 ADO 一 


4 BG. 由 《几何 原本 》 计 . 33 知人 ABG 的 角 和 它们 相对 应 的 贺 弧 有 相同 的 比例 关 
系 ,因此 人 B=4 人 A, 了 G= 多 A. 这 样 ， 构造 正七 边 形 的 问题 就 转化 为 构造 角 


的 比例 是 4: 2: 1 的 三 角形 问题 
8B 


D 
图 2-1 : 

第 二 步 (化 简 )， 从 三 角形 到 线 肛 的 分 拓 . 如 图 2-2， 我 们 假设 ABG 满足 : ZB 
=2LG=4LA. 将 线段 BG 遍 篇 两 边 延 长 ， 使 得 AG 一 GD,AB 一 BE, 连结 AE， 
AD, 则 有 人 BAG 一 AD， ZBGA- ZEAB, 于 是 AABGo ADB4,A4EGco 
ABEA, 因 此 BA’=BG… BD， FE4 一 FEB 。 GE. 由 于 AB==BE,AE 二 GD, 所 以 ， 
上 述 两 个 等 式 分 别 变 为 B 刀 二 BG ， BD,GD* 一 EB。 GE. 由 此 可 知 ,正七 边 形 
的 构造 问题 也 就 转化 为 利用 B,G 两 点 分 割 线段 ED ,使 得 上 述 两 个 等 式 成 立 . 
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第 三 步 ,从 线段 分 割 到 圆锥 曲线 . 如 图 2-3 ,假设 ED 是 被 B,G 分 割 且 满 足 
第 二 步 中 两 个 等 式 的 线段 ,过 B 点 作 AC 垂直 于 ED ,使 得 AB= BG,BC=GD. 
以 EB, BC 为 边 作 和 矩形 BCHE, 则 AC， AB 一 BD，BG 二 BE:, 因为 AB= BG， 
BE 一 HC, 所 以 AC，。BG== HC. 也 就 是 说 点 五 在 一 条 以 召 为 顶点 、 参 变 量 都 
等 于 BG 的 双 曲 线 上 . 

这 样 ,我 们 就 导出 了 两 条 曲线 :一 条 抛物 线 和 一 条 双 曲 线 .将 上 述 三 个 步 又 
反 推 ,对 于 给 定 的 正七 边 形 的 边 长 BC, 通 过 构造 两 条 圆锥 曲线 就 可 以 得 到 满足 
第 二 步 条 件 的 线段 EBGD ,进一步 可 以 构造 人 ABG, 从 而 最 终 作 出 以 BG 为 边 
长 的 正七 边 形 . 对 于 萨 赫 尔 来 说 ,利用 直 尺 和 圆规 构造 满足 一 定 条 件 的 圆锥 曲 
线 是 一 件 轻而易举 的 事情 . 因此 , 萨 赫 尔 完整 地 解决 了 正七 边 形 的 尺 规 作 图 问 
题 . . 

另外 , 萨 赫 尔 还 利用 圆锥 曲线 解决 了 三 等 分 角 的 问题 ,并 借助 于 三 等 分 角 
给 出 给 定 边 长 的 正 九 边 形 的 作 图 方法 . 利用 圆锥 曲线 三 等 分 角 是 古 希 腊 学 者 熟 
悉 的 方法 ,亚历山大 的 帕 普 斯 就 曾 给 出 三 种 . 因此 , 萨 赫 尔 这 方面 的 工作 实际 上 
沿 承 了 古 希 腊 的 成 就 . 与 萨 赫 尔 同时 代 的 阿拉 伯 学 者 易 卜 拉 欣 ， 伊 本 。 西 那 
(Ibrahim ibn Sinan，909 一 946) 在 其 著作 《关于 几何 作 图 问题 的 分 析 和 综合 方 
法 》(On the Method of Analysis and Synthesis in Geometrical Problems) 中 也 
给 出 了 圆锥 曲线 的 作 图 法 ,但 也 深 受 古 希腊 的 影响 ,并 没有 取得 实质 性 进展 . 

在 几何 作 图 问题 上 ， 另 一 位 值得 介绍 的 学 者 就 是 阿布 。 瓦 法 . 他 出 生 于 布 
山 ( 今 伊朗 霍 拉 散 的 一 个 小 城 ). 公元 959 年 ,他 来 到 东 阿 拉 伯 首都 巴格达 ,成 为 
巴格达 数理 夫 文 学 派 的 代表 人 物 . 阿布 ， 瓦 法 继承 了 阿拉 伯 数 理 天 文学 的 传 
统 ,完成 了 多 部 具有 独创 性 的 科学 著作 同时 ,他 还 为 欧 几 里 得 、 丢 番 图 以 及 花 
拉 子 米 的 著作 作 过 注释 . 

阿布 。 瓦 法 的 数学 成 就 主要 在 三 角 学 方面 ， 他 造 出 比较 精确 的 三 角 函 数 
表 ; 提 出 并 证 明了 正 艾 函数 的 和 差 化 积 公式 ;证 明 球 面 三 角形 正弦 定理 ,并 用 来 
解释 斜 三 角形 等 . 在 其 于 990 年 完成 的 一 部 实用 数学 著作 (手艺 人 几何 作 图 法 》 
(Kitab Fa aa yahtajilayh al-sani'min al-a’mal al-handasiyya) 中 给 出 了 大 量 
作 图 题目 . 他 的 作 图 题目 涉及 的 范围 极其 广泛 ,由 基本 的 平面 作 图 直到 求 作 内 
接 于 一 个 球 的 正 多 面体 , 且 大 多 数 属于 尺 规 作 图 . 在 这 些 尺 规 作 图 题 中 ,最 具有 
代表 性 也 十 分 重要 的 就 是 其 “ 生 锈 圆规 ”( 即 固定 开 度 的 圆规 ) 作 图 问题 . 实际 
上 ,这 一 问题 起 源 于 古 希腊 和 印度 . 但 阿布 。 瓦 法 利用 “ 生 锈 圆规 ” 解 出 作 图 问 
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题 的 数量 之 大 , 却 是 绝无仅有 的 . 阿布 ， 瓦 法 在 这 方面 的 一 个 典型 的 例子 就 是 : 
用 一 个 开 度 等 于 给 定 圆 半径 的 “ 生 锈 圆规 ”, 作 这 个 给 定 圆 的 内 接 正 五 边 形 . 他 
的 具体 作 图 过 程 如 下 : 

在 半径 DA 的 端点 A 引 AE 垂直 于 
AD, 如 图 2-4. 取 AE=.AD, 平 分 AD, 分 点 
记 为 B. 连结 BE, 在 BE 上 取 BCGC=AD, 平 分 
BC, 分 点 为 T. 作 TI 重 直 于 EB, 设 TI 交 
DA 的 延长 线 于 下 设 以 I 为 圆心 ,以 AD 为 
* 色 的 国 交 给 定 的 图 于 虑 24 季风 六 人 


给 定 圆周 的 志 ;生效 ME 的 平分 线 平分 劣 


et 图 2-4 
的 平分 线 ,分 别 交 弧 人 MD 和 [DO 于 点 N 和 了 . 这 样 圆周 就 被 分 成 5 条 相等 的 缴 , 它 
们 的 弦 就 是 正 五 边 形 的 边 , 阿布. 瓦 法 证 明了 他 的 作法 的 正确 性 . 

.这 种 作 图 问题 在 网 洲 文艺 复兴 之 后 又 得 到 深入 广泛 的 研究 ,其 一 般 理 论 和 
相应 的 作 图 方法 也 得 到 进一步 的 完善 和 发 展 . 


8$2.2. 欧 几 里 得 第 五 公设 证 明 的 尝试 


欧 几 里 得 在 其 著作 《几何 原本 》 中 给 出 于 五 个 公设 ,其 中 第 五 个 公设 为 :车 
一 条 直线 与 两 条 直线 相交 , 且 若 同 侧 所 交 两 内 角 之 和 小 于 两 直角 , 则 两 直线 延 
长 后 必 相 交 玉 该 侧 的 一 点 . 该 公设 被 称 为 第 五 平行 公设 . 因为 这 一 公设 不 像 其 
余 公 设 那 样 显而易见 ,也 就 是 说 ,不 像 其 余 公 设 那样 容易 被 人 接受 ,所 以 它 的 提 
出 遭 到 许多 希腊 人 的 反对 ,他们 试图 利用 其 他 公理 和 公设 来 证 明 这 一 公设 . 然 
而 ,各 种 尝试 最 终 都 归于 失败 , 自从 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 的 阿拉 伯 文 译本 出 
现 以 后 ,中 世纪 伊斯兰 的 数学 家 们 就 为 证 明 第 五 公设 做 着 不 懈 的 努力 ,他 们 的 
工作 一 直 影 响 着 18. 世纪 以 前 欧洲 平行 线 理 论 的 发 展 . 

; ”最早 证 明 平 行 公 设 的 是 天 文学 家 、 数 学 家 焦 赫 里 (al-Jawhari,c. 830), 其 数 
学 成 就 主要 在 几何 方面 ; 他 深入 地 研究 过 《几何 原本 》, 扎 有 《 欧 几 里 得 几何 原本 
评注 》(Kitap TaFsir Kitab Uglidis) 和 《 欧 几 里 得 几何 原本 的 附加 命题 )(Kitab 
at-Ashkal allati zadaha fi'imagala aa min Uglidis, 共 附加 50 个 命题 ), 但 
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均 已 失传 . 13 世纪 ,纳西 尔 丁 在 其 著作 4 令 人 满意 的 论著 》(aL-Risalal-sha fiya) 
中 摘 引 了 焦 赫 里 著作 中 的 部 分 内 容 . 由 这 些 记 载 我 们 可 以 知道 , 焦 赫 里 为 证 明 
第 五 公设 给 出 了 五 个 命题 . 第 一 个 命题 是 :两 条 不 相交 的 直线 是 等 距 的 ;第 二 个 
为 :三 角形 两 条 边 中 点 的 连 线 等 于 第 三 边 的 一 半 ; 第 五 个 命题 则 为 :通过 给 定 角 
内 的 任何 一 点 可 以 作 一 条 直线 与 角 的 两 边 相 交 . 在 证 明 第 一 个 命题 时 , 焦 赫 里 
使 用 了 下 面 的 假设 :如 果 两 条 直线 与 第 三 条 直线 相交 ,形成 的 内 错 角 相等 ,那么 
这 两 条 直线 与 其 他 任何 一 条 直线 相交 ,形成 的 内 错 角 也 相等 . 焦 赫 里 的 第 一 个 
命题 与 第 五 公设 是 相互 独立 的 ,因此 ,他 必须 证 明 结 论 : 平 行 线 是 等 距 的 . 但 他 
却 将 该 结论 作为 一 个 公理 使 用 ,从 而 出 现 了 循环 推 证 的 矛盾 . 焦 赫 里 的 第 五 个 
命题 (根据 13 世纪 的 学 者 卡 萨 尔 (al-Din Qaysar) 的 记载 ,最 初 是 由 辛 普 利 休 斯 
(Simplicius,6 世纪 上 半 叶 ?提出 的 ?实际 上 是 和 第 五 公设 等 价 的 ,后 来 被 许多 学 
者 作为 假设 前 提出 现在 第 五 公设 的 证 明 中 . 如 法 国 数学 家 勒 让 德 (A. M. 
Legendre,1752 一 1833) 在 其 翻译 的 《几何 原本 》 第 3 版 的 附录 中 , 即 是 在 该 前 提 
下 证 明 第 五 公设 . 该 命题 在 平行 理论 的 发 展 中 起 了 重要 作用 . 

泰 比特 ， 伊 本 。 库 拉 年 轻 时 是 美 索 不 达 米 亚 (Mesopotamia) 的 哈 兰 
《Harran) 城 的 一 名 货币 兑换 商 ,后 来 到 巴格达 从 事 学 术 研 究 . 他 是 一 位 杰出 的 
翻译 家 ,把 大 量 的 希腊 文 和 叙利亚 文 著作 译 成 阿拉 伯 文 . 阿 基 米 德 和 阿波 罗 尼 
奥 斯 的 部 分 著作 就 是 通过 他 的 译本 而 保存 下 来 的 . 他 也 翻译 了 欧 几 里 得 的 《 几 
何 原本 》. 

泰 比特 对 于 第 五 公设 的 证 明 做 了 两 种 不 同 的 尝试 ,分 别 体 现在 他 的 文章 
《 欧 妃 里 得 著名 公设 的 证 明 》(Maqala fi burhanal-masadara l-mashiira min 
Uaqlidis) 和 《 论 两 条 直线 相交 ,它们 与 第 三 条 直线 相交 且 在 同一 侧 构成 的 两 角 之 
和 小 于 两 直角 》(Maqala fi anna l-khattayn idha ukhrija’ala zawiyatayn aqal min 
qa’ imatayn jiltaqaya) 之 中 . 

“在 第 一 篇 文章 里 , 泰 比 特 的 证 明基 于 下 面 的 假设 :两 条 直线 与 第 三 直线 相交 ， 
如 果 它 们 在 (第 三 条 直线 的 ) 某 一 侧 靠近 或 相 高, 那么 它们 在 另 一 合 就 相 离 或 靠 
近 . 他 证 明了 五 个 命题 ,其 中 第 一 个 命题 为 ,如果 两 条 直线 与 第 三 条 直线 相交 , 构 
成 的 内 错 角 相等 ,那么 它们 无 论 在 哪 一 笛 都 虐 不 能 靠近 也 不 能 相 离 . 这 里 , 泰 比 特 
没有 使 用 “平行 ”这 一 术语 ,而 是 用 “ 既 不 能 靠近 也 不 能 相 离 ”来 代替 . 第 三 个 命题 
建立 了 平行 四 边 形 的 存在 性 ; 即 ; 如 果 连 结 既 不 靠近 也 不 相 离 的 两 条 等 长 线段 的 
端点 ,那么 得 到 两 条 既 不 靠近 也 不 相 离 的 直线 . 由 此 在 其 第 四 个 命题 中 推出 焦 赫 
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里 的 第 二 个 命题 . 利用 这 些 命题 和 阿 基 米 德 公理 , 泰 比特 完成 了 第 五 公设 的 证 明 . 
在 第 二 篇 文章 中 , 泰 比特 的 证 明和 第 一 篇 里 的 截然 不 同 . 也 许 是 基于 他 对 
阿 基 米 德 著 作 的 深入 研究 和 他 的 力学 知识 ,他 把 运动 的 概念 引入 几何 学 . 泰 比 
特 假 设 平行 移动 (一 种 “简单 运动 ”) 保 持 直 线 运动 ,也 就 是 说 , 当 几 何 图 形 沿 直 
线 运动 时 ,其 上 所 有 的 点 都 沿 相 同方 向 保持 直线 运动 . 由 此 泰 比特 得 出 “存在 等 
距 直 线 ” 的 论断 ,并 证 明了 命题 ;两 个 底 角 和 两 个 腰 都 相等 的 平面 四 边 形 , 它 的 


另外 两 个 角 也 相等 . 该 命题 的 一 个 特例 ， 当 两 个 底 角 均 为 三 时 ， 即 为 矩形 的 存在 


性 命题 . 利用 这 个 结果 和 阿 基 米 德 公 理 , 素 比特 证 明了 平行 公理 . 他 的 这 种 方法 
在 平行 线 理论 的 发 展 中 产生 了 很 大 影响 . 

与 泰 比特 同时 代 的 奈 里 济 (al-Nayrizi,c. 897 一 c. 922) 也 是 伊斯兰 世界 的 早 
期 研究 第 五 公设 的 学 者 之 一 . 他 主要 从 事 几何 学 和 天 文学 的 研究 . 在 对 《几何 原 
本 》 的 注释 中 ,他 大 量 引 用 了 希腊 数 学 家 海伦 和 辛 普 利 休 斯 的 著作 ,并 介绍 了 阿 
加 尼斯 (Aganis,6 世纪 上 半 叶 ) 的 工作 ,这 也 是 他 的 注释 具有 重要 价值 的 主要 原 
因 之 一 . 奈 里 济 也 对 第 五 公设 作 了 证 明 , 但 涉及 的 一 些 命题 和 证 明 的 过 程 都 与 
阿 加 尼斯 的 极其 相似 ,这 也 是 受 其 工作 影响 的 缘故 , 10 世纪 中 后 期 的 伊斯兰 学 
者 卡 斯 (al-Bitriq al-Qass,c. 950) 和 伊 本 。 西 纳 对 欧 几 里 得 第 五 公设 也 作 了 一 
定 的 贡献 ,但 他 们 的 工作 并 没有 对 后 世 学 者 起 到 太 大 的 影响 . 

与 伊 本 ，。 西 纳 同时 代 的 伊 本 ， 海 塞 姆 (Ibn al-Haytham,965 一 c. 1040) 在 平 
行 线 理 论 方面 作出 了 重要 贡献 ,他 的 工作 直接 影响 到 后 世 数 学 家 . 海 塞 姆 在 几 
何 学 方面 有 好 几 本 论著 ,其 中 4 欧 几 里 得 几何 原本 未 证 明 问 题 的 评注 》(Kitab 
Sarh musadarit Uqlidis"fi-l-Usal) 和 《 欧 几 里 得 几何 原本 释疑 》(Kitab fi 
Hall Sukuk kitab Uglidis fi-i-usil wa-sarh ma dnihi) 两 部 著作 ,对 《几何 原 
本 》 进 行 了 系统 的 研究 .: 海 塞 姆 首先 对 《几何 原本 》 中 平行 线 的 定义 提出 质疑 ,他 
认为 定义 中 无 限 延 长 的 概念 是 不 可 理解 的 . 受 泰 比特 的 影响 , 海 塞 姆 从 运动 的 
观点 出 发 重新 定义 了 平行 线 的 概念 :垂直 于 已 知 直线 的 线段 ,其 一 个 端点 在 已 
知 直线 上 , 当 此 直线 保持 和 已 知 直 线 垂直 并 沿 已 知 直 线 移动 时 , 它 的 另 一 个 端 
点 描绘 出 一 条 与 已 知 直 线 等 距 的 直线 ,这 条 直线 称 为 已 知 直 线 的 平行 线 . 由 此 
定义 出 发 ,他 证 明了 第 五 公设 .在 第 五 公设 的 推 证 过 程 中 , 海 塞 姆 给 出 了 下 列 命 
题 : 设 四 边 形 ABCD 的 角 人 A, 人 B,D 均 为 直角 , 则 人 C 也 是 直角 ,如 图 2-5. 
他 证 明 AB>>CD 和 AB<CD 两 种 情况 都 将 导致 和 假设 “两 条 直线 不 能 围 成 一 
块 面积 ” 相 矛 盾 的 结果 ,从 而 确定 人 C 也 是 直角 , 即 证 明了 和 矩形 的 存在 性 . 海 塞 
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姆 的 四 边 形 称 为 “三 直角 四 边 形 ”, 这 种 四 边 
形 后 被 18 世纪 德国 数学 察 癌 伯 特 (J.H. 
Lambert,1728 一 1777) 重新 做 了 深入 研究 ,， 
并 得 出 一 系列 重要 命题 ,这 些 命题 后 来 成 为 
非 欧 几何 学 的 基础 . 另外 , 海 塞 姆 还 陈述 了 这 
样 一 个 命题 :不 过 三 角形 顶点 并 与 它 的 一 边 
相交 的 直线 一 定 与 另 一 边 相 交 . 这 正 是 德国 
数学 家 帕 施 (M. Pasch, 1843 一 1930) 的 著作 
《新 几何 学 讲义 ) 中 的 “顺序 公理 "(也 称 帕 施 定理 ). 海 塞 姆 的 工作 清楚 地 揭示 了 
平行 公设 和 四 边 形 内 角 之 间 的 关系 ,他 所 给 出 的 若干 命题 在 平行 线 理论 的 发 展 
过 程 中 具有 重要 意义 ， 

继 海 塞 姆 之 后 又 一 位 对 平行 线 理论 作出 突出 贡献 的 阿拉 伯 数 学 家 就 是 奥 
马 ， 海 亚 姆 . 海 亚 姆 出 生 于 乱 腊 散 (Khorasan) 的 内 沙 布尔 (Nishapar) ,由 于 时 局 
的 动荡 ,他 先后 到 撤 马 尔 罕 (Samarkand) 和 伊 斯 法 罕 (Isfahan) 工 作 . 海 亚 姆 在 数 
学 、 天 文学 .哲学 .诗歌 等 各 个 方面 都 有 卓越 的 贡献 ,他 是 一 位 博学 的 科学 家 和 
著名 的 诗人 . 在 几何 学 方面 ,他 所 有 《 欧 几 里 得 公设 中 的 难点 注释 》CSharh ma 
ashkala min Musadart Kitab Uglidis) 一 书 . 这 本 书 讨论 了 两 个 难题 :一 是 平行 
公设 ;二 是 比 的 问题 . 在 平行 公设 的 讨论 中 * 海 亚 姆 反对 海 塞 姆 将 运动 观点 引信 
几何 学 . 他 给 出 了 下 列 假设 :两 条 越 来 越 近 的 直线 必 在 这 个 方向 上 相交 ,不 存在 
彼此 接近 的 直线 在 这 个 方向 上 相 离 . 在 这 个 假设 下 他 证 明了 下 面 的 结论 ,四边 
形 ABCD 的 人 A 和 一 B 都 是 直角 , 且 AD=BC, 则 LC 和 二 D 也 均 为 直角 ,如 图 
2-6. 海 亚 姆 首先 证 明 人 C 等 于 人 人 D, 然 后 将 人 C, 人 D 的 大 小 分 为 三 种 可 能 : 
(1) 为 直角 ;(2) 为 锐角 ;C3) 为 钝 角 . 他 用 反 证 法 推 证 后 两 种 情况 都 将 导致 蔬 
崎 ,因此 人 C 和 人 D 只 能 为 直角 ,由 此 证 明了 平行 公设 . 意大利 数学 家 萨 凯 里 (G. 
Saccheri,1667 一 1733) 把 他 的 平行 线 理论 建立 在 这 种 四 边 形 的 基础 上 ,成 功 地 得 到 
一 系列 非 欧 几 何 的 定理 . 现在 这 种 四 边 形 也 称 为 海 亚 姆 一 萨 凯 里 四 边 形 , 
继 海 亚 姆 之 后 ,阿拉 伯 学 者 哈 那 着 (al-Hanafi, 1178/1179[1168/1169] 一 
1251) ,马赫 里 比 (al-Maghribi，fl. c. 1260 一 1265) 、 阿 哈里 (Umar al-Abhari, 
d. c. 1265)、\ 搬 马尔 罕 迪 (al-Samarqandi，fl. 1276) 等 都 对 第 五 公设 的 证 明 做 了 
一 定 的 圭 作 :如 阿 哈里 证 明了 命题 ;过 角 内 一 点 垂直 于 该 角 的 角 平 分 线 的 直线 
必 和 角 的 两 边 相 交 , 如 图 27; 撤 马尔 罕 迪 证 明了 命题 ;可 以 作 和 给 定 角 和 ABC 
的 角 平 分 线 BD 相交 的 任意 条 线段 ,使 得 在 每 一 条 线段 上 都 建立 起 等 腰 三 角 
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形 , 三 角形 的 顶点 在 BD 上 , 且 BD 平分 顶 角 ,如 图 2-8. 这 些 学 者 们 的 工作 并 没 
有 引起 后 址 数学 家 们 的 重视 ， 
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图 2-6 图 2-7 ， ， 图 28 

中 世纪 伊斯兰 世界 最 后 一 位 对 平行 线 理论 作出 卓越 成 就 的 学 者 就 是 纳西 
尔 丁 ， 图 西 . 图 西 1201 年 出 生 于 波斯 的 图 斯 (Tos) ， 他 的 名 字源 于 他 的 出 生地 ， 
他 也 常 被 称 为 纳西 尔 丁 . 纳西 尔 丁 早年 跟随 父亲 学 习 宗 教 , 又 跟随 奥 贸 学习 逻 
辑 学 .哲学 和 玄学 ,同时 接受 了 代数 学 和 几何 学 的 教育 . 后 来 到 内 沙 布尔 深造 ， 
接受 正规 教育 . 纳西 尔 丁 生活 的 时 代 正 值 阿拉 伯 帝国 衰败 、 蒙 古 军 大 举 西 进 . 为 
了 寻求 安静 的 学 者 生活 ,纳西 尔 丁 思 转 多 地 ,并 写 下 了 一 批 数 学 、 哲 学 .伦理 学 
和 侵 辑 学 方面 的 著作 . 1256 年 ,蒙古 远征 首领 坦 烈 元 征服 波斯 北方 ,占领 了 阿拉 
称 特等 要 塞 . 因 其 重视 天 文学 ,将 纳西 尔 于 收入 朝 中 ,担任 科学 顾问 ,并 侍 以 厚 
禄 . 旭 烈 无 建立 伊 儿 汗 罗 后 ,纳西 尔 江 于 :1259 年 在 带 拉 盖 CMaragha) 开 始 建 造 
天 文 台 .- 在 他 的 经 营 下 ; 迈 控 盖 很 快 咸 为 当时 的 重要 学 术 中 心 . 1274 年 ,纳西 尔 
丁 在 色 格 达 患 病状 逝 恰 于 志 格 达 附 近 的 卡 济 迈 因 (Kadhimain). 

已 知 的 纳西 尔 于 的 论著 和 书信 多 达 150 种 ;主要 用 阿拉 伯 文 和 波斯 文 写 
成 . 他 的 论著 小 及 当时 伊斯兰 世界 的 所 有 学 科 , 其 中 数学 、 天 文学 .逻辑 学 、 哲 
学 .伦理 学 和 神学 影响 较 太 .这些 论著 不 仅 在 伊斯兰 世界 被 奉 为 经 典 ,即使 在 欧 
洲 乃 至 整个 世界 文化 中 也 占有 一 席 之 地 , 纳西 尔 丁 共有 三 部 著作 论述 平行 线 理 
论 ,一 部 是 写 于 1251 年 之 前 的 《平行 线 问 题 释 疑 》(Arrisala a5 -safiya am as- 
sakk fi-l-hatut al-mutawdrziya ); ; 另 两 部 是 对 《几何 原本 ?的 修订 和 注释 - 他 的 
许多 前 辈 的 工作 通过 他 的 著作 得 以 保存 下 来 . 

在 《平行 线 问题 释疑 》 一 书 申 ,纳西 尔 丁 一 开始 就 批判 地 评价 了 焦 替 里 、 海 
塞 姆 和 海 亚 姆 的 工作 ,其 中 对 海 亚 姆 工作 的 批评 尤为 详细 ,突出 体现 在 下 列 方 
面 :(1) 海 亚 姆 使 用 的 (和 角 )? 连 续 人 性 原则 不 是 几何 学 的 特征 ;(2) 错误 地 使 用 阿 基 
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米 德 原理 ;(3) 两 条 平行 线 间 的 距离 概念 是 含混 不 清 的 . 他 试图 利用 欧 几 里 得 的 
其 他 公理 和 公设 证 明 第 五 公设 . 在 对 《几何 原本 》 的 一 个 评注 中 ,纳西 尔 丁 明确 
地 给 出 了 下 列 假设 :同一 平面 上 的 若干 条 直线 ,如 果 在 一 个 方向 上 是 分 离 的 , 那 
么 它们 在 这 个 方向 上 就 不 会 靠近 . 在 此 基础 上 ;他 证 明了 一 系列 命题 . 如 :直线 
外 一 点 到 直线 的 垂直 距离 最 短 ; 海 亚 姆 一 萨 凯 里 四 边 形 的 两 个 顶 角 都 是 直角 ; 
自 角 内 任 一 点 必 能 作 一 条 直线 和 角 的 两 边 都 相交 等 . 从 而 进一步 证 明了 第 五 公 
设 . 热 而 ,纳西 尔 丁 发 现 上 述 论证 过 程 存 在 失误 之 处 ,于 是 舍弃 上 述 假设 ,他 给 
出 了 两 个 不 加 证 明 的 预备 定理 ,并 由 此 证 明 第 五 公设 . 这 两 个 定理 分 别 为 : 
(1) 如 图 2-9,AB,CD 为 两 条 直线 ,由 AB 上 各 点 玉 ,F,G 作 CD 的 垂 线 , 若 这 
些 垂 线 在 从 万 到 C 的 方向 上 逐渐 缩短 , 则 两 直线 在 这 个 方向 上 逐渐 靠近 ,而 在 
相反 方向 上 则 逐渐 分 离 . 进一步 地 , 垂 线 和 AB 形成 的 角 , 在 逐渐 靠近 的 一 边 为 
锐角 ,在 逐渐 分 离 的 一 边 为 钝 角 . (2) 是 (1) 的 逆 命 题 , 即 以 垂 线 和 构成 的 角 为 条 
件 , 以 直线 的 靠近 和 分 离 为 结论 ， 

. 下 更 G Bp 
A 


C Db 
图 2-9 

纳西 尔 丁 的 著作 后 被 英国 数学 家 沃 利 斯 (J. Wallis,1616 一 1703) 重 新 发 表 ， 
以 使 欧洲 学 者 得 以 了 解 纳西 尔 丁 的 工作 . 沃 利 斯 称 纳西 尔 丁 对 第 五 公设 的 证 明 
是 “ 现 有 论证 中 最 机 智 的 论证 ” 纳西 尔 丁 的 工作 是 中 世纪 时 期 非 欧 几何 最 重要 
的 先驱 性 工作 之 一 ; 然而 ; 纲 西 尔 丁 和 其 他 学 者 一 样 ,并 没有 最 终 证 明 第 五 公 
设 , 他 的 证 明 同样 是 有 缺陷 的 .几乎 所 有 对 第 五 公设 的 证 明 做 过 尝试 的 学 者 ,都 
毫 无 例外 地 重复 着 同一 个 错误 ， 即 他 们 都 是 在 一 个 1 与 第 五 公设 等 价 的 假设 下 来 
证 明 第 雯 公设 ， 

. 殉 玫 里 得 平行 公设 是 阿拉 信 学 者 研究 几何 学 的 主要 内 容 ， 他 们 的 工作 在 平 
行 线 理 沦 的 发 展 和 非 欧 几 何 前 史 中 占有 重要 位 置 当然 ,他 们 的 工作 还 没有 产 
生 建 立 蜡 于 欧 几 里 得 几何 体系 的 可 能 性 ;但 在 对 第 五 公设 的 尝试 过 程 中 ,他 们 
得 到 了 ' 许 步 重 要 的 摊 现 ,这 些 发 现 相当 一 部 分 被 后 世 闭 学 家 所 借鉴 ， 为 他 们 的 
研究 工作 开 详 了 道路 .， 
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三 角 学 的 发 展 是 “供给 ”与 “需求 ”持续 的 相互 作用 的 结果 ,这 也 许 是 数学 的 
其 他 任何 分 支 所 无 法 比拟 的 . 这 里 的 供给 是 指 任 何 时 代 的 可 用 的 数学 理论 和 有 
效 的 技术 ， 需求 则 是 指 单纯 的 应 用 科学 一 一 天 文学 . 它们 之 间 的 关系 是 如 此 的 
紧密 ， 以 至 于 直到 13 世纪 才 被 分 为 两 个 各 自 独立 的 学 科 . 在 古 希腊 天 文学 家 设 
计 太 阳 、 月 亮 和 五 大 已 知行 星 的 运动 模型 之 前 ， 没有 任何 三 : 角 学 的 迹象 . 由 于 设 
计 星 体 运动 模型 需要 从 给 定 三 角形 的 其 他 已 知 条 件 计算 三 角形 的 确定 的 边 和 
角 的 值 ， 附属 于 天 文学 的 三 角 学 也 就 应 运 而 生 . 这 至 少 可 以 追溯 到 公元 前 3 世 
纪 的 阿波 多 尼 奥 斯 时 代 . 十 印度 天 文学 家 使 用 了 古 希腊 的 天 体 运 动 模型 ,因此 
他 们 也 面临 着 同样 的 数学 问题 希腊 和 印度 学 者 的 天 文学 手册 以 及 它们 的 评注 
形成 了 三 角 学 早期 历史 的 大 部 分 内 容 . 到 了 中 世纪 阿拉 伯 时 代 , 由 于 数理 天 文 
学 的 需要 ,三 角 学 的 发 展 进入 了 新 的 时 期. 这 一 时 期 对 三 角 学 的 发 展 作出 突出 
贡献 的 主要 是 阿拉 伯 学 者 ， 他 们 不 但 翻译 了 印度 的 《 苏 利 耶 历数 全 书 》(Szrya 
Siddhanta) 以 及 希腊 学 者 托 勒 密 和 梅内 劳 斯 等 的 天 文学 著作 ， 其 最 终 被 传人 欧 
洲 ,促进 了 欧洲 天 文学 和 三 角 学 的 发 展 ， 而 卫 他 们 也 推进 了 希腊 和 印度 的 三 角 
术 ,并 使 得 三 角 学 开始 脱 潜 天 文学 成 为 相对 狐 立 的 学 科 . 阿拉 伯 学 者 在 三 角 学 
方面 的 学 术 主要 来 源 隆 托 吉 密 的 (大 汇编 .梅内 劳 斯 的 《球面 论 )C(Sphaerica) 
等 古典 天 文学 著作 ， 以 及 印度 的 ( 苏 利 耶 历 数 全 书 ) 等 天 文 历 表 . 


& 3.1 阿拉 伯 学 者 的 平面 三 角 学 
3.1.1 六 个 三 角 画 数 的 引入 


正弦 数 和 余弦 函数 | 
在 希腊 ,正弦 函数 是 用 弦 的 长 度 来 表示 的 , 托 勒 密 的 著作 (大 汇编 ) 给 出 的 


正弦 函数 相当 于 sing 4 六 一 十 crda2 AB. 印度 人 改进 了 这 种 表示 方法 ,他 们 把 半 


el 


人 


弦 与 全 弦 所 对 弧 的 一 半 相 对 应 ,给 出 了 具有 现代 意义 的 正弦 函数 概念 . 此 概念 
在 中 世纪 成 为 通用 概念 . 如果 用 sine AB 记 为 半 色 为 .R 的 图 中 弧 A 方 的 正弦 , 则 
印度 人 的 正弦 函数 和 现代 的 正弦 函数 之 间 的 关系 为 :sing AB 二 R。sin AB. 对 
于 余 改 函数 ,人 们 没有 进行 单独 研究 ,只 是 将 它 作 为 “ 统 的 余 角 的 正弦 ”来 看 待 . 
也 就 是 说 ,半径 为 R 的 圆 中 小 于 90" 的 弧 AB 的 余 强 cosr AB 二 sing (90" 一 A). 
正切 和 余 切 
所 巴 塔 尼 的 代表 作 《 天 文 论著 》(Kita5 al-2ij ,又 名 《 星 的 科学 记载 ,为 了 
研究 日 峰 , 他 使 用 了 这 两 个 函数 . 巴 塔 尼 的 主要 贡献 在 天 文学 ,《 天 文 论著 ) 是 他 
的 成 名 之 作 , 由 于 天 文 计算 的 需要 而 发 展 的 三 角 学 理论 集中 体现 在 他 的 这 部 著 
作 之 中 . 巴 塔 尼 是 对 希腊 三 角 学 加 以 系统 化 的 第 一 位 阿拉 伯 学 者 ,他 也 是 中 世 
纪 对 欧洲 影响 最 大 的 天 文学 家 之 一 ,其 《天 文 论著 ) 被 译 成 拉丁 文 后 在 欧洲 广 为 
流传 , 哥 白 尼 (N. Copernicus) ` 波 伊 巴赫 (G. Peurbach) .第 谷 (Tycho Brahe) 、 开 
普 勒 J. Kepler) .伽利略 (G. Galilei) 都 利用 或 参考 了 他 的 成 果 . 他 称 余 切 和 正切 
分 别 为 < 直 阴影 和“ 反 阴影 ”, 并 制作 了 一 个 间隔 为 1 的 正切 函数 表 . 13 世纪 , 纳 
西 尔 丁 在 其 著作 《 论 完全 四 边 形 》 中 利用 线段 的 长 度 重新 明确 定义 了 这 两 个 函 
数 . 如 图 3-1,AG 和 BD 均 垂 直 于 OB ,EK 垂直 于 EO. 根据 纳西 尔 丁 的 定义 有 
tang AB = DB,cots AB = EK. 
纳西 尔 丁 还 给 出 了 三 角 函 数 间 的 下 列 关系 ， 
tan AB sin AB tan AB ， R 


下 cos AB” 下 cot AB 
当 R=1 时 ,两 个 关系 式 就 是 我 们 现在 的 三 角 函 数 关系 式 . 
正 割 和 余 割 
阿布 . 瓦 法 在 其 天 文学 著作 《天 文学 大 全 》(2ij Almajisti) 中 引信 了 正 制 
和 余 割 , 称 它们 分 别 为 “阴影 的 蓄 *” 和 * 反 阴影 的 弦 ”. 纳西 尔 丁 在 ( 论 完全 四 边 
形 》 中 重新 定义 了 这 两 个 函数 ,它们 分 别 是 (如 图 3-1) :sec AB=OD,csc AB= 


KO. 并 且 由 ADBO 和 人 AGO 相似 得 到 PS 一 名 ,从 而 也 就 有 


tan AB_ sin AB 
Sec AB R 


= 
L。 阿 拉 伯 学 者 在 三 角 学 方面 的 成 就 


图 3-1 
到 9 世纪 末 , 也 许 更 时 一些, 六 个 现代 意义 下 的 三 角 薄 数 已 全 部 建立 起 来 ， 


并 且 已 经 有 人 认识 到 参数 R 关 1 所 带 来 的 不 便 , 如 阿布 ， 瓦 法 和 比 鲁 尼 都 曾 取 
半径 尺 =1. 但 由 于 当时 六 十 进 制 下 的 计算 是 通用 的 ,而 这 种 不 便 又 可 以 被 取 RR 
一 60 所 缓解 ,所 以 并 没有 引起 人 们 的 关注 . 


“3.1.2 平面 三 角 学 几 个 定理 的 证 明 


正弦 和 差 化 积 公 式 的 证 明 
正弦 和 差 化 积 公 式 我 们 现在 表示 为 ， 
sintatB) = sina * cosp+ cosa 。 sing. 

这 个 公式 在 托 勒 密 的 (大 汇编 ) 里 是 以 弦 的 形式 给 出 的 ， 阿布 。 瓦 法 将 它 改进 为 
弧 的 形式 并 给 出 了 统一 的 证 明 . 在 其 (天 文学 大 全 》 中 ,阿布 。 瓦 法 叙述 到 : 当 两 
个 弧 的 正 蕊 和 余弦 已 知 时 ,可 以 求 出 这 两 弦 之 和 或 差 的 正弦 值 , 把 每 个 正弦 值 
乘 以 另 一 个 芝 的 余弦 值 , 则 两 弧 的 和 的 正 终 等 于 这 两 个 乘积 之 和 ,两 弧 的 差 的 
正 汞 等 于 两 个 乘积 之 差 , 这 实际 上 就 是 我 们 上 述 的 正弦 和 差 化 积 公式 . 阿布 ， 
瓦 法 给 出 了 下 面 的 证 明 过 程 ， 

如 图 3-2 和 图 3-3, 设 出 周 ABCD 的 AB ,BC 的 正弦 是 已 知 的 . 连结 AO， 
BO,CO, 作 BT, BH 分 别 垂 直 于 OA ,OC. 连结 TH, 延 长 BH, BT 分 别 交 圆周 
于 D,Z, 则 BH=HD,BT=TZ. 困 此 和 BHTwA 人 BDZ, 所 以 DZ=2TH. 图 3-2 
中 ,由 于 多 =2 AB, 和 及 =2 好 ,所 以 BD 之 =2 AC; 图 3-3 中 , 同 理 有 D2=2 AC. 
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图 3-2 . ”图 3-3 
“因此 TH=#DZ=Fcrd(2 全 ), 故 TH=sin AC, 作 BN 垂直 于 TH. 由 


于 ABTO,ABHO 均 为 直角 三 角形 ,所 以 B, 工 , 了,O 四 点 共 圆 . 上 述 两 种 情况 
中 ,一 BHT, 二 BOT 都 对 应 于 同一 条 纺 . 第 一 种 情况 ,两 个 角 在 弦 的 同 侧 ,所 以 它 
们 相等 ;第 二 种 情况 ,两 个 角 分 别 在 强 的 两 侧 , 所 以 它们 互补 ,故人 BHN = 


人 BOT. 因此 两 种 情况 都 有 Rt 和 BHN 与 RtABOT 相似 ,这 样 BR 二 攻 ? 
二 sin 6C,OT=cos AB,BO=1, 也 就 有 HN=sin BC 。cos AB. 另外 由 人 人 BNT 
和 和 八 BHO 相似 以 及 BT=sin AB,OH= cos BC ,可 得 TN 一 sin A . cos BC. 因 
此 ,在 图 3-2 的 情况 下 我 们 有 

sinCAB+ BC)=sin AC= TH=TN+NH= sin AB . cos BC+ sin BC 。 
cos AB. : : :| : : : 

' 在 图 3-3 的 情况 下 我 人 有  ” 本 
“ sinCAB— BC)=sin AC=TH= TN— NH=sin AB . cos BC— sin BC . 

cos AB. | 国 
这 样 ,阿布 ， 瓦 法 就 完整 地 证 明了 正弦 和 差 化 积 公 式 . 
”” 正 号 定理 的 证 明 

阿布 瓦 法 在 其 《天 文学 大 全 }》 中 引 人 并 证 明了 平面 三 角 的 正 弱 定理 ,其 
后 , 比 和 鲁尼、 纳西 尔 丁 等 在 他 们 的 天 文学 著作 中 都 介绍 了 正弦 定理 ,并 给 出 证 
明 , 这 里 我 们 介绍 纳西 尔 丁 的 工作 . 


Lig 


义 BH 


三 | 
L。 阿拉 伯 学 者 在 三 角 学 方面 的 成 就 


正弦 定理 “ 设 AABC 是 任意 三 角形 , 则 全 一 Sa 


纳西 尔 丁 根据 人 B,C 的 大 小 分 两 种 情况 :CI1) 二 者 有 一 个 为 钝 角 , 如 图 
3-4CLABC 为 钝 角 );(2) 都 不 是 钝 角 ,如 图 3-5. 两 种 情况 给 出 了 统一 的 证 明 . 

分 别 延长 CA,BA 到 DD ,TT, 使 得 CD,BT 均 为 60 个 单位 . 以 B,C 为 圆心 分 
别 作 圆 弧 子 户 ,六 六, 作 TK,DF 垂直 于 BC， 则 TK=sinB,DF==sinC. 作 AL 垂 


AB_TB AL_DF 
直 于 BC. 由 A4BLOATBK, 得 种 一 丘 ,由 AACL2ADCF， ' 得 2G 二 EC: 又 


sinB” 
纳西 尔 丁 的 正弦 函数 仅 是 60 乘 以 现代 的 到 角 函 数 ,所 以 上 述 正弦 定理 对 于 现 
在 的 函数 也 是 成 立 的 ， 我 们 可 以 重新 将 这 个 定理 写成 我 们 现在 的 形式 : 


C b Q 


sinG sinB sinA’ 


DC 一 TB 一 60, 上 述 两 式 左右 分 别 相 条 ,得 拔 一 ,这 也 就 是 于 一 6. 因为 


图 3-4 图 3-5 


阿拉 伯 学 者 不 但 给 出 了 正弦 定理 的 多 种 形式 的 证 明 , 而 且 介 绍 了 它 的 各 种 
应 用 . 如 纳西 尔 丁 分 三 种 情况 讨论 了 所 有 可 能 的 三 角形 的 求解 问题 , 即 :(1) 已 
知 两 角 和 一 边 ;(2) 已 知 一 角 和 两 边 ; (3) 已 知 三 边 . 阿布 。 瓦 法 的 平面 三 角 正 
弦 定 理 提 供 了 一 种 求解 三 角形 的 有 效 的 基本 工具 . 

除 证 明正 弦 和 差 化 积 公 式 以 及 引入 并 证 明正 弦 定 理 之 外 ,阿拉 伯 学 者 还 给 
出 或 证 明了 大 量 的 其 他 平面 三 角 公 式 . 如 伊 本 ，。 雨 依 斯 (Ibn Yanus,c. 950 一 


1009) 首 次 提出 了 余弦 的 积 化 和 差 公 式 cosa 。 cos8 一 [cos(a 十 内 十 cos(e 一 且 ] 
巴 塔 尼 发 现 了 seca=vV1 十 tan'a 等 其 他 三 角 函 数 间 的 转化 公式 ;阿布 。 瓦 法 证 明 
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了 两 角 和 、 差 , 倍 角 和 半角 的 正弦 公式 等 等 . 阿拉 伯 学 者 的 工作 大 大 地 丰富 了 平 
面 三 角 学 的 内 容 . 纳西 尔 丁 在 其 脱离 天 文学 的 三 角 学 专著 《 论 完全 四 边 形 》 中 系 
统 地 论述 了 平面 三 角 学 ,使 得 三 角 学 已 基本 脱离 天 文学 而 开始 相对 独立 地 发 
展 . | 


§3.2 阿拉 伯 学 者 的 球面 三 角 学 


四 最 规则 及 正弦 定理 ”在 阿布 . 瓦 法 之 前 , 解 球面 三 角形 的 主要 工具 是 关 

于 完全 四 边 形 的 梅内 劳 斯 定理 ,这 个 定理 应 用 起 来 比较 繁琐 . 阿布 ， 瓦 法 在 其 
《天 文学 大 全 ?中 提出 并 证 明了 下 面 的 定理 :如 果 和 人 ABC, 人 ADE 是 两 个 球面 直 
角 三 角形 ,其 中 人 B 和 和 一方 均 为 直角 , 人 A 为 公共 锐角 , 则 sin BG : sin GA= 
sin 有 六 : sin EA, 如 图 3-6. 这 个 定理 在 阿拉 伯 文 献 中 称 为 “四 量规 则 ” 阿布 。 
瓦 法 给 出 了 下 面 的 证 明 :由 于 AB 和 AG 均 是 圆 上 的 红 , 所 以 包含 这 两 个 弧 的 两 
个 平面 必然 都 包含 球 心 , 且 它们 的 交 线 为 球 的 直径 d. 从 G 和 EE 分别 向 包含 AB 
的 平面 引 垂 线 , 操 和 T 为 垂 足 . 在 该 平面 内 分 别 作 GY 和 EK 垂直 于 直径 4 , 则 
YH 和 KT 也 垂直 于 直径 4 ,这 样 就 有 人 AGHYcAET 天 ,于 是 HG : GY=TE: 
EK. 而 EK=sin EA,GY=sin GA,TE=sin ED, HG=sin BG, 代入 上 面 等 式 即 
得 定理 结论 . 


和 | 
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“四 量规 则 ”的 一 个 非常 重要 的 应 用 就 是 阿布 。 瓦 法 用 来 推 证 球面 三 角 的 
正弦 定理 阿布 ， 瓦 法 是 最 早 提出 并 证 明 球 面 三 角 正 臻 定理 的 人 之 一 ,并 最 先 
| 用 这 一 定理 来 解 球面 三 角形 问题 . 
: 


球面 三 角 正 弦 定 理 设 入 ABG 是 一 球面 三 角形 ,A,B, 人 G 的 对 边 分 
别 为 a ;6,g;， 则 


sina _ sinb _ sing 


sinA sinB sinG: 

: 阿布 。 瓦 法 的 证 明 可 用 现代 数学 语言 表述 如 下 :如 图 3-7, 设 入 ABG 是 一 
给 定 的 球面 三 角形 ， 6 六 是 垂直 于 AB 的 大 圆 的 弧 ， 延长 A 广 ,ACG 得 到 AE ,AZ, 使 
它们 均 成 90" 弧 ,延长 5A 到 ,有 到 6 人 ,也 使 它们 成 90" 弧 . 于 是 A 是 大 圆 反 
的 极点 ,B 是 大 圆 了 有 的 极点 .因此 EsLH 都 是 直角 ,人 ADG， 人 AEZ 均 为 球 
面 直角 三 角形 , 且 它 们 有 公共 的 人 A. 由 “四 量规 则 ”得 

sin PG _ sin pA sin pe _ sin fF 
sinb sin IA” sina sin TB 

但 A,B 分 别 是 爹 ,T 六 的 极点 . 由 球面 
角 的 定义 , A= 人 广 , 人 B= 人 ,所 以 
上 式 可 写 为 

sin PC sinA sin pe sinB 

sinp R ”sina RR 
上 式 两 边 消去 sin DG , 则 得 
Sina _ sinb 
sinA sinB' 

同 理 可 证 后 一 个 等 式 , 因 此 定理 成 立 . 

球面 三 角 正 弱 定 理 的 发 现 简化 了 
很 多 关于 球面 弧 的 问题 ,使 得 球面 三 角 
学 呈现 出 一 个 全 新 的 景象 . 

除 阿布 ， 瓦 法 之 外 ,许多 阿拉 伯 学 
者 都 为 球面 三 角 学 的 发 展 做 了 工作 . 如 巴 塔 尼 首 次 给 出 了 球面 三 角 的 余弦 定理 ; 
cosa 王 cosb，cosc 十 sinb，。sinc。cosA; 比 鲁尼 给 出 一 种 测量 地 球 半径 的 方法 : 海 拜 
什 (Habash al-Hasib,d. c. 870) .阿布 ， 纳 斯 尔 (Aba Nasr Mansir ibn Ali ibn 
Iraq,10 世纪 后 半 叶 ) 等 都 对 球面 三 角 学 作出 了 贡献 . 这 里 我 们 要 特别 介绍 的 就 
是 纳西 尔 丁 ,他 在 三 角 学 专著 《 论 完 全 四 边 形 》 中 系统 地 论述 了 球面 三 角 学 . 书 


图 3-7 
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中 再 次 陈述 了 球面 三 角 正 弦 定 理 * 对 球面 三 甫 进行 分 类 , 引 和 人 除 弧 的 正 艾 以 外 
的 其 他 五 种 球面 三 角 函数 概念 ;第 一 次 完整 地 给 出 球面 直角 三 角形 (LC 为 直 
角 ) 中 的 六 种 边 角 关 系 ( 托 勒 密 的 (大 汇编 里 给 出 四 种 )， 
cosc—=cosacosb, cosc—cotAcotB,sinb= sincsinB,. 
cosA=cosasinB, cosA= tanbcotc, sinb=tanacotB, | 
并 指出 在 球面 三 角形 中 ,由 三 边 可 以 求 三 角 , 反 之 ,由 三 角 也 可 以 求 三 边 ,这 是 
球面 三 角 和 平面 三 角 差 异 的 重要 标志 ;讨论 了 解 球面 三 角形 的 方法 ,借助 于 球 
面 极 三 角形 求解 一 般 球面 三 角形 等 《 论 完全 四 边 形 》 是 流传 至 今 的 最 早 的 三 角 
学 专著 ， 在 此 之 前 ,三 角 学 是 附属 于 天 文学 的 一 种 计算 工具 . 纳西 尔 丁 的 工作 使 
三 角 学 开始 脱离 天 文学 ,成 为 纯粹 数学 的 一 个 独立 分 支 . 可 惜 欧洲 人 直到 15 世 
纪 才 知道 纳西 尔 丁 的 著作 ,但 它 仍然 对 那 时 的 欧洲 三 角 学 的 发 展 起 了 重要 的 作 
用 . | 
§3.3 三 角 函 数值 的 计算 

由 于 天 文 计算 的 需要 ,阿拉 伯 天 文学 家 都 致力 于 高 精度 三 角 函 数 表 的 编 
制 . 阿拉伯 天 文学 家 计算 三 角 函 数值 大 都 采用 下 面 几 种 方法 之 一 :(1) 沿用 希腊 
或 印度 的 计算 法 ;(2) 采用 线性 或 二 次 插值 法 ;C3) 借助 于 三 角 函 数 公式 及 迭代 
法 

函数 表 的 制作 可 以 追溯 到 古 希 腊 的 希 帕 替 斯 (Hipparchus, 公元 前 2 世 
纪 ), 他 当时 制作 的 一 张 弦 表 被 称 为 是 正 弱 表 的 前 身 . 后 来 托 勤 密 在 此 基础 上 制 
作 了 0 一 90 每 隔 半 度 的 弦 表 . 希腊 天 文学 传人 印度 后 ， 印度 人 改进 为 计算 半 
弦 , 并 制作 了 正弦 函数 表 . 阿布 。 瓦 法 之 前 的 阿拉 伯 天 文学 家 编制 的 三 角 函 数 
表 , 大 都 沿用 希腊 或 印度 的 方法 计算 三 角 函 数值 . 如 海 拜 什 在 印度 人 的 基础 上 
制作 了 一 个 间隔 为 15 的 正弦 表 以 及 间隔 为 1 的 正切 表 ; 巴 塔 尼 编 制 了 间隔 为 
L 的 余 切 表 ; 阿 布 。 瓦 法 改进 了 海 拜 什 的 工作 ， 制定 出 每 局 15 “的 正 殖 、. 正 切 和 
余 切 表 等 等 

插值 法 计算 三 角 函 数值 利用 线性 或 二 次 插值 法 计算 三 角 函 数值 是 阿拉 伯 
天 文学 家 编制 三 = 角 函 数 表 的 一 种 重要 工具 . 在 中 国 古 代 天 文 计算 中 ， 它 是 最 常 


用 的 方法 之 一 . 印度 天 文学 家 婆罗 摩 黎 多 在 天 文学 著作 《婆罗 摩 修 正体 系 》 
(Brahmasphutasiddhanta) 中 也 描述 了 插值 家 统 . 线性 插值 是 阿拉 伯 学 者 计算 
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第 三 章 
L。 阿 拉 伯 学 者 在 三 角 学 方面 的 成 就 

三 角 函 数 近似 值 的 二 种 常用 方法 , 比 鲁 尼 、 哈 崔 、 丽 依 斯 . 卡 西 都 曾 给 出 线性 插 

值 系 统 . 为 了 提高 三 角 函 数值 的 精确 度 ,阿拉 伯 学 者 又 给 出 了 二 次 插值 系统 . 他 

们 的 二 次 内 插 法 可 分 为 自 变量 等 间距 二 次 内 插 法 和 自 变 量 不 等 间距 二 次 内 插 

法 两 种 , 详 见 后 面 “ 阿 拉 伯 插值 法 的 比较 研究 ”一 章 . 阿拉 伯 学 者 利用 插值 法 编 

制 了 大 量 的 三 角 函 数 表 . 如 比 鲁 尼 在 4 论 弦 》(Chords) 中 制定 了 间隔 为 15 的 四 

位 正 蓄 表 和 间隔 为 1 的 四 位 正切 表 ; 雨 依 斯 制作 了 间隔 为 1 的 四 位 正弦 表 ; 卡 

西 在 《修正 的 伊 儿 省 历 》(Khaigani 妇 ) 中 编制 了 间隔 为 1 的 四 位 正弦 和 正切 

表 等 等 . . 四 

迭代 法 计算 sinl -的 值 . 卡 西 在 4 论 弱 与 正弦 ;一 书 中 给 出 了 sinl "的 精确 值 . 

在 他 之 前 ,阿布 ， 瓦 法 、 雨 依 斯 都 曾 研究 过 这 一 问题 ,但 结果 不 够 精确 . 卡 西 利 用 
迭代 法 精确 地 计算 出 了 sin1" 欧 值 .用 嘱 代 的 术语 描述 卡 西 的 方法 如 下 : 

先 求 出 sin72", sin60' 足 够 精确 的 值 ,再 由 sin12" 一 sin(72 一 60") 及 半角 公 

式 算出 sin3° 的 值 ,由 三 倍 角 公式 得 出 sin3" 二 3sin1" 一 4sins1°, 即 sinl 是 三 次 方 


程 sin3" 一 3z 一 4z3 的 解 .由 ~ 一 sin3- = ,从 zi 二 sin3" 开 始 进行 迭代 


ioe ) 


最 终 求 出 sin1° 足 够 精确 的 值 . 

在 实际 计算 过 程 中 , 卡 西 没有 逐个 求 出 re ,xs，… ,而 是 找到 每 一 个 修正 值 . 
他 规定 半径 为 60, 并 使 用 六 十 进 制 计数 法 . 如 果 我 们 取 半 径 为 1 并 用 十 进 制 数 
表示 * 则 卡 西 求 得 的 的 值 为 0 0.017 452 406 437 283 510, 其 前 16 位 数字 都 是 准 
确 的 . 


23 了 


阿拉 伯 开 方法 及 方程 数值 解法 的 
第 四 壹 | 比较 研究 | 


开 方 与 方程 的 解法 是 代数 学 中 的 两 个 基本 问题 ,也 是 古代 数学 家 们 长 期 探 
讨 的 两 个 课题 , 古巴 比 伦 人 已 广泛 借助 于 数 表 进行 开平 方 、 开 立方 的 运算 ,并 给 
出 了 一 些 数 的 根 的 很 好 的 近似 表示 ,但 他 们 推算 方 根 的 具体 方法 却 无 从 详 考 . 
古 希 脂 时 期 的 数学 家 们 对 于 开平 方 的 计算 一 般 是 回避 的 ,这 是 因为 当时 人 们 不 
承认 无 理 数 的 合法 地 位 ,而 开 方 可 能 遇 到 无 理 数 . 他 们 通常 用 近似 数 来 表示 方 
根 , 公元 前 5,4 世纪 已 有 一 些 求 平方 根 的 近似 方法 . 如 设 N=a? 十 r, 则 以 现代 
符号 表示 相当 于 


或 者 
At 区) 


Tl 
亚历山大 时 期 ,海伦 还 给 出 了 下 面 求 方 根 的 方法 : 
设 zo 为 正 整 数 ， di=N— 2x; ,d; 一 (zo 十 1)? 一 NN, 则 


| di (zo 二 1) 
V Nazot Tz Fa, Cxo tI) 


托 勒 密 则 利用 相当 于 (a 十 6b)? 二 a 十 2ab 十 5 的 关系 逐次 试验 求 平方 根 . 

印度 现存 记载 开 方法 的 最 早 文献 是 阿 耶 波多 (Aryabhata I,476 一 ?) 的 著作 
《 阿 耶 波多 历 书 》(Aryabhatiya,c. 499), 书 中 给 出 了 开平 方 和 开 立 方 的 方法 步 
又 . 之 后 , 释 替 陀 罗 (Sridhara,9 世纪 ) , 马 蛤 维 拉 (Mahiavira,9 世纪 ) 给 出 了 相同 
的 开平 方 . 开 立方 的 方法 ,婆罗 摩 笈多 也 给 出 了 开 立 方 的 方法 . 较 早 的 记载 开平 
方程 序 的 是 中 国 的 《 九 章 算 术 》( 约 成 书 于 公元 50 年 至 100 年 之 间 )@. 书 中 不 但 
给 出 了 开平 方 、 开 立方 的 具体 步 又 ,而 且 还 给 出 开 不 尽 时 的 命 分 方法 一 一 以 面 
命 之 ,但 所 给 问题 中 未 出 现 开 不 尽 的 情形 . 

后 刘 微 (3 世纪 ) 在 《 九 章 算术 注 》 中 指出 该 公式 的 不 精确 性 ,认为 


四 《 九 章 算术 》 的 成 书 年 代 滑 存 争议 ,这 里 采用 的 是 钱 宝 孜 先生 的 观点 . 
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4 十 2 二 1 <VN<at, 


且 开 方 求 得 整数 根 后 可 以 继续 开 下 去 , 主张 用 十 进 制 分 数 来 表示 无 理 方 根 的 近 
似 值 . 

对 于 方程 的 数值 解法 ,在 阿拉 伯 时 代 之 前 , 除 中 国 已 经 产生 之 外 ,其 他 国家 
均 未 出 更.《 九 章 算术 》 中 将 解 带 有 一 次 项 的 方程 的 方法 称 为 “ 开 带 从 方法 ” 据 
考证 上 ,祖冲之 (429 一 500)? 时 已 将 开 带 从 方法 推广 到 求解 可 正 可 负 的 数字 三 次 
方程 . 在 方程 的 数值 解法 上 , 中 国 所 取得 的 成 就 是 同时 代 的 其 他 国家 所 望 尘 莫 
及 的 (特别 是 一 般 高 次 方程 的 数值 解法 一 一 一 一 秦 九 韶 “ 正 负 开 方术 ”, 相 当 于 西方 
所 谓 的 鲁 菲 尼 一 均 纳 算法 )， 随 着 阿拉 伯 时 代 的 到 来 ， 阿拉 伯 学 者 开始 从 事 开 方 
和 方程 数值 解法 的 研究 . 本 章 考查 了 阿拉 伯 的 开 方法 的 发 展 过 程 和 方程 的 数值 
解法 以 及 开 方 和 方程 数值 解法 之 间 的 关系 ,主要 与 同时 期 或 之 前 的 中 国 的 相应 
成 就 作 了 比较 . 


§ 4.1 中 世纪 阿拉 伯 开 方法 的 比较 研究 


阿拉 伯 开 方法 的 思想 来 源 问题 是 阿拉 伯 数 学 史 研究 工作 者 一 直 讨 论 的 一 
个 问题 ,对 此 众说 纷 经 . 早期 的 阿拉 伯 开 方法 ,诸如 尤 克 里 迪 希 (al-Ualidisi,10 
世纪 )、 库 斯 耶 尔 等 的 开 方法 ,通常 被 认为 来 源 于 印度 ;人 @ 而 开 高 次 方 的 不 同 于 前 
者 的 方法 一 一 相当 于 和 鲁 菲 尼 一 土 纳 算法 ;在 阿拉 伯 数 学 史 研 究 的 早期 ,一 些 数 
学 史家 提出 这 种 方法 可 能 源 于 中 国 蔷 完 (1050 年 左右 ) 的 “ 增 乘 开 方法 ”. @ 但 随 


@ 梅 荣 照 :( 贸 宪 的 增 乘 开 方法 》, 载 《自然 科学 史 研 究 》,8(1989),1, 第 1 一 8 页 . 或 钱 宝 
玉 :《 中 国 数学 史 》, 科 学 出 版 社 ,1992 ,第 89,90 页 . 

@ 这 里 并 不 是 确切 地 说 来 源 于 印度 人 发 明 的 开 方法 ,而 是 说 从 印度 得 到 这 种 方法 . 一 种 
观点 认为 确 是 来 源 于 印度 的 开 方法 ; 另 一 种 则 认为 可 能 是 通过 印度 传 入 阿拉 伯 , 而 真正 源泉 
在 中 国 , 即 中 国 的 开 方 法 经 由 印度 间接 传 入 阿拉 伯 . 数 学 史家 及 . Rashed 和 科学 史家 李 约 瑟 
等 持 后 一 种 观点 . 

国 P. Luckey 等 持 这 种 观点 ,参见 P. Luckey,“Zur islamischen Rechenkunst und Algebra 
des Mittelalters”, Forschungen und Fortschritte, 17/18 (1948), pp. 194 一 204 和 “Die 
Ausziehung der trten Wurzel und der binomische Lehrsatz islamischen Mathematik ”， 
Mathematische Annalen, 120(1948) ,pp. 217 一 274. 
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着 阿拉 伯 数 学 新 的 文献 的 不 断 被 发 现 和 研究 ,上 述 观 点 的 可 靠 性 出 现 了 危机 . 0 
于 是 ,数学 史 研 究 工 作者 们 又 指出 了 不 同 于 早期 观点 的 一 些 新 的 看 法 . @ 本 节 在 
已 有 部 分 原始 资料 和 研究 文献 的 基础 上 ,着 重 考查 阿拉 伯 开 方法 在 不 同时 期 的 
特点 .过程 及 整个 发 展 的 脉络 ,试图 通过 与 印度 .中 国 的 比较 探讨 其 可 能 的 思想 
来 源 ; 由 于 开平 方 . 开 立 方 和 12 世纪 出 现 的 开 高 次 方 属 于 两 个 不 同 的 发 展 阶 
段 ， 且 它们 产生 的 方式 也 不 同 ， 所 以 将 其 分 别 进行 讨论 . . 


4. 1.1 早期 背景 一 一 中 因 和 印度 的 开 方法 


我 们 知道 中 世纪 阿拉 伯 的 开 方法 在 产生 的 时 间 上 要 晚 于 中 国 和 印度 ， 而 其 
思想 源泉 问题 一 - 直 未 有 确切 的 答案 ， 考查 中 国 和 和 印度 的 开 方法 及 其 过 程 ,比较 
它们 与 阿拉 伯 开 方法 之 间 的 异同 ,对 于 更 深入 了 解 阿 拉 伯 开 方 法 的 实质 ,研究 
其 思想 发 展 的 脉络 ,进而 寻找 其 思想 源泉 将 是 有 益 的 . 为 此 我 们 首先 介绍 中 国 
和 印度 早期 的 开 方 法 . 

在 印度 , 公 元 5 世纪 出 现 了 开平 方 与 开 立 方 的 方法 . @ 它 们 依靠 数 的 除法 运 
算 , 是 一 种 随 乘 随 减 的 过 程 ,并 且 这 种 方法 一 直 延 续 下 来 . 阿 耶 波多 在 其 著作 
《 阿 耶 波多 历 书 》 中 ,在 十 进位 值 制 概念 的 基础 上 给 出 了 开平 方 和 开 立 方 的 规 
则 . 对 于 开平 方 ,他 写 道 :! “总 是 用 必 倍 的 平方 根除 以 非 平方 位 置 ;平方 位 置 减 去 


@ 1964 年 ,Yotischkevitch 在 其 德 文 版 著作 'JMizthematik in Mittelalter 中 指出 ,12 世纪 
后 期 到 13 世纪 初 的 数学 家 沙拉 夫 丁 ， 图 西 在 其 代数 学 著作 中 使 用 了 霍 纳 算法 . 1978: 年 ,R. 
Rashed 又 提出 12 世纪 的 萨 马 瓦尔 也 使 用 了 这 一 算法 , 生 萨 马 瓦 尔 的 方法 可 能 得 之 于 凯 控 吉 
学 校 . 这 使 得 P. Luckey 的 观点 在 时 间 上 使 人 产生 了 疑问 . 因为 凯 拉 吉 和 立宪 是 同时 代 人 ， 且 
饥 拉 吉 的 著作 的 成 书 年 代 (10 世纪 末 ) 稍 早 于 贾 宪 的 《皇帝 九 章 算法 细 草 》C 约 1023 一 1050 
年 ). 因此 这 种 方法 在 阿拉 伯 的 产生 当 在 10 世纪 末 至 1172 年 ( 即 萨 马 巨 尔 的 著作 完成 时 间 )》 
之 间 . 参 见 R. Rashed, The Development of Arabic Mathematics: Between Arithmatic and 
Aigebra, Translated by A. F. W. Armstrong, Kluwer Academic Publisher, 1994, pp. 86 一 
200. 或 其 法 文 版 Enitre Arithmerique et Algebre recherches sur l'histoire des mathematiques 
Arabes ,Leées Belles Lettres, 1984. 

四 1994 年 ,Karine Chemla 比较 了 中 国 和 阿拉 伯 的 开 方法 ,提出 了 二 者 开 高 次 方 是 同 
时 、 独 立 产 生 的 观点 . 参见 Karine Chemla, “Similarities Between Chinese and Arabic 
Mathematical Writing: (I) Root Extraction”, Arabic Sciences and Philosophy, Vol. 4(1994), 
pp; 207 一 266. 

.图 或 许 更 早 一 些 ; A. K. Bag 提出 这 种 方法 可 能 起 源 于 4 世纪 ， 参见 A. K. Bag， 
Mathematics in Ancient and Medieual India ,Chaukhamaha Orientalia,1979,p.78. 
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商 的 平方 , 放 在 隔离 位 置 的 商 表示 根 . ”例如 , 数 54 756 开平 方 , 阿 耶 波多 的 方法 
如 下 ， 


4 


| 作 减 法 运算 . 
(2)14756 (3 非 平方 位 置 14 除 以 2 倍 根 ( 即 2. 2 二 4), 商 为 3,14 
12 减 去 商 与 2 倍 根 乘积 之 后 ,再 由 下 一 个 平方 位 置 减 去 商 
2756 的 平方 , 即 3 一 9. 
(3) 1856 «4 . | 下 一个 非 平方 们 时 188 除 以 2 信和 根 , 即 . 2. 23 二 46， 
184 | 商 为 4. 重复 上 步 运 算 . 
16 
16 


这 里 ,第 (2)(3) 步 中 的 “ 除 倍 根 ”和 “ 减 商 方 ” 即 蕴 含 着 估 根 方法 ,也 说 明了 估 根 
后 的 运算 过 程 . 除 倍 根 得 的 商 要 使 得 下 面 的 相 减 过 程 能 够 顺利 进行 , 即 
入 一 (2 。10 汪 1 十 和 。10?2 十 十 Pi。 0 一 1)2 

减 去 ， 
272i41(02。10 和 1 十 12 。]10 和 2 十 十 M) 10 Zn 102 
不 能 为 负 . 对 于 开 立 方 , 阿 耶 波多 叙述 道 :4 挫 立 方位 置 减 掉 商 的 立方 后 ,3 倍 的 
根 的 平方 除 以 第 二 非 立方 位 置 ,用 下 一 个 ( 非 立方 位 置 ) 减 去 商 的 平方 与 前 一 根 
的 3 倍 的 乘积 ,并 从 下 一 立方 位 置 减 去 商 的 立方 . ”0 显然 , 开 立 方 过 程 是 开平 方 
的 推广 和 发 展 . 这 里 , 阿 耶 波多 只 是 给 出 开平 方 与 开 立 方 的 两 个 规则 ,并 未 详细 
描述 其 运算 过 程 . 之 后 ,婆罗 摩 租 多 给 出 了 同样 的 开 立 方 规则 . @ 另 外 ,其 他 的 印 
度 学 者 ,如 马 哈 维 拉 (Mahavira, 活 路 于 9 世纪 中 叶 ) , 释 圭 陀 罗 等 也 都 给 出 了 相 
同 的 开平 方 和 开 立 方法 规则 . 

中 国文 献 对 于 开 方 的 记载 更 早 . 约 公元 前 1 世纪 ,关于 盖 天 说 的 著作 《 周 解 


© A. K. Bag,Mathematics, p. 80. 
©® H.T.Colebrooke, Algebra with Arithmetic and Mensuration from the Sanscrit of 
Brahmegupta and Bhascara ,1973,p. 280. 
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算 经 ) 载 , 陈 子 应 用 勾 股 定理 测量 太阳 高 度 时 用 到 开平 方 ,但 没有 给 出 开 方 程 
序 . @ 至 迟 约 公 元 1 世纪 成 书 的 《 九 章 算 术 》* 少 广 章 ” 则 给 出 了 完整 的 开平 方 和 
开 立 方 的 算法 程序 . 开 方 术 晶 ;“ 置 积 为 实 , 借 一 算 步 之 , 超 一 等 . 议 所 得 ,以 一 乘 
所 借 一 算 为 法 ,而 以 除 . 除 已 , 倍 法 为 定 法 . 其 复 除 , 折 法 而 下 . 复 置 借 算 步 之 如 
初 , 以 复议 一 乘 之 ,所 得 副 , 以 加 定 法 ,以 除 . 以 所 得 副 从 定 法 . 复 折 除 如 前 . 若 开 
之 不 尽 者 为 不 可 开 , 当 以 面 命 之 . ……?” 给 出 了 完整 的 开平 方 算法 , 同时 说 明了 
开 不 尽 时 的 处 理 办 法 . 开 立 方 即 是 在 开平 方 步骤 的 基础 上 增加 了 一 行 一 “中 
行 ”, 并 配合 以 相应 的 调整 变换 . @ 明 显 地 ,《 九 章 算术 》 开 方术 第 二 次 估 根 后 所 用 
借 算 并 非 第 一 步 中 的 借 算 右 移 位 而 得 . 在 调整 变换 后 ,第 一 步 中 的 借 算 已 被 撤 
消 ,以 后 每 步 中 的 借 算 都 是 重新 设置 的 《 九 章 算术 } 开 方术 虽 言 简 意 赎 , 但 仍 存 
语 丰 未 详 之 处 , 开 方 程序 还 不 够 彻底 模式 化 .规范 化 . 魏 晋 时 期 的 (孙子 算 经 》 
( 约 4,5 世纪 ) 《 张 丘 建 算 经 》( 约 466 一 485) 在 计算 方法 上 对 《 九 章 算术 》 开 方术 
作 了 改进 . 从 题目 的 开 方 细 草 看 ,重要 的 一 点 ,它们 在 求 得 根 的 一 位 得 数 之 后 ， 
不 再 撤去 借 算 ,而 是 保留 下 来 称 为 下 法 , 退 两 位 、 三 位 求 减 根 方程 . 这 是 中 算 史 
开 方 术 发 展 的 一 个 十 分 重要 的 环节 , 它 的 确立 与 发 展 使 得 开 方程 序 模式 化 、 规 
范 化 ,为 11 世纪 贾 宪 “ 增 乘 开 方法 ”的 创立 奠定 了 一 定 的 技术 基础 . 下 以 《孙子 
算 经 } 卷 中 第 19 问 为 例 说 明 中 国 的 开 方 术 ,@ 该 题 相 当 于 对 数 234 567 进行 开 
平方 运算 ,其 过 程 如 下 : 
置 积累 234 567 步 为 实 , 次 借 一 算 为 下 法 , 步 之 超 一 位 ,至 百 而 至 . 


(1) 商 置 400 于 实 之 上 , 副 置 40 000 于 实 之 下 ,下 法 之 上 ,名 为 方法 . 命 上 
商 :00 除 实 . : 


@ 部 书 春 :( 中 国 古 代数 学 》, 山 东 教育 出 版 社 ,1991, 第 93 页 ,或 参见 钱 宝 琼 校 点 :《 算 经 
士 书 兴 上 )， 中 华 书局 ,1963. 

四 结合 具体 例子 的 详细 描述 ,参见 梅 荣 照 :《 贾 宪 的 增 乘 开 方法 》, 载 《自然 科学 史 研 究 》， 
8(1989) ,1,pp. 1 一 8. 或 镜 宝 琼 ;中国 数学 史 》, 科 学 出 版 社 ,1992, 第 49 一 51 页 . 

@ 目前 ,对 于 《 九 章 算术 》 开 方术 中 的 “退位 ”问题 尚 存 争 议 . 
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一 > 271 。 102"—! 


(2) 复 置 上 商 80; 以 次 前 商 , 副 里 800 于 方法 之 下 ,下 法 之 上 ,名 为 廉 法 . 方 
廉 各 命 上 商 80, 以 除 实 . 


——>2n . 10%7! 


—>n, 。10:"D 
一 >102(0 一 1y 


除 旋 , 倍 廉 法 上 从 方法 .方法 一 退 , 下 法 再 退 . 


一 ->7111 。 10* 十 ms . 10"1 
—>N— (nn 。10 十 zzpz 7 . 102"™D 
一 277) . 102" 1 十 2n . 1027 1D 


一 >102(C 一 2 


以 下 过 程 与 (2) 类 似 . 
依据 现 有 文献 ,中 国 最 早 给 出 了 完整 的 开平 方 , 开 立方 的 方法 , 且 开 方程 序 
模式 化 规范化. 


4.1.2 阿拉 伯 早 期 的 开平 方 和 开 立 方 
现存 记载 开 方法 的 最 完整 的 早期 阿拉 伯 语 文献 是 尤 克 里 迪 希 的 《印度 算 
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术 》(Kitab al-Fusal Fi al-Hisab al-Hindi). 0 这 部 著作 大 约 完成 于 公元 952 一 
953 年 , 书 中 给 出 了 开平 方 和 开 立 方 的 方法 . 第 12 章 “ 数 的 开 方 ” 中 描述 了 开平 
方 的 过 程 . 对 于 一 个 给 定 的 数 , 尤 克 里 迪 希 首先 对 其 分 位 ,从 右 至 左 记 下 每 一 个 
奇数 位 , 即 给 定数 的 平方 根 的 每 个 数字 的 位 置 . 随后 他 写 到 :“ 当 到 达 有 根 的 最 
后 位 置 时 ,寻找 一 个 数 , 使 得 这 个 数 自 乘 之 积 将 耗 尽 它 上 面 的 数 或 大 部 分 ……， 
由 估计 发 现 这 个 数 后 ,从 其 上 面 的 数 中 减 去 该 数 的 自 乘 之 积 ,余数 保留 下 来 .” 
“估计 数 加 倍 后 移动 一 个 位 置 至 没有 根 的 位 置 下 面 . 寻找 一 个 数 , 并 记 在 前 一 个 
有 根 的 位 置 下 面 , 使 得 这 个 数 乘 以 加 倍数 (上 一 估计 数 的 加 倍数 ) 且 自 乘 , 将 耗 
尽 它 上 面 的 数 …… 继续 下 去 ,直到 第 一 个 位 置 . "@ 若 设 给 定数 为 
N= 二 abcdef…ki( 假 设 合 有 2i 个 数字 )， 
则 尤 克 里 迪 希 计算 的 第 一 步 就 是 寻找 正 整 数 n ,使 得 nf 和 ab 过 Cn 十 1)? ,估计 
得 到 后 ,将 ni 写 在 数字 已 的 下 面 . 作 运 算 ab 一 好 ( 设 为 mi) ,余数 mi 代替 N 
中 ab 的 位 置 ,将 nn 加 倍 并 向 右 移动 一 位 至 c 的 下 面 或 mic 的 下 面 ( 若 2n 之 
10). 然后 作 第 二 次 估计 , 即 寻 找 正 整数 n ,使 得 
1 (10。2。M 十 0) 和 acd< (十 1)(10。2。 和 十 ?2 十 1)， 

将 ns 记 在 d 的 下 面 . 作 运 算 wacd 一 10。2。m nz 一 码 ( 设 为 mazzas )， 余 数 
mzms 代替 macd 的 位 置 ,将 ns 加 倍 , 并 将 数 10。2。nn 十 2，ns 向 右 移动 一 位 
至 m: ma e 的 下 面 . 依次 类 推 作 下 面 的 估计 ,直至 在 数字 ! 上 的 估计 结束 为 止 . 
这 样 在 给 定数 .N 的 排列 的 下 面 将 得 到 数 10，2。， ny。ns…ni-1 十 mi, 平分 加 倍 
的 数字 , 则 ni ne…n-_1n; 即 为 要 求 的 根 . 以 数 186 624 为 例 , 尤 克 里 迪 希 的 开平 


方 过 程 如 下 图 所 示 : 
186624| |26624 26624 1724 1724 0 
| 
所 以 W186 624 一 432. | 
另外 ,对 不 能 完全 开平 方 的 数 ,如 2 640 736 039, 尤 克 里 迪 希 用 同样 的 方法 
求 得 其 根 , 余 数 为 40 506. 这 里 , 尤 克 里 迪 希 没 有 给 出 余数 的 处 理 方法 ,只 是 求 


得 给 定数 的 平方 根 的 整数 部 分 . 在 该 书 第 18 章 , 他 给 出 了 并 不 尽 的 数 的 两 个 分 
数 通 近 公 式 . 设 N= 十 rC(a: 过 N 二 (a 十 1)?), 则 


© A.S. Saiden, The Arithmetic of al-Uqlidisi, Reidel,1978,p. 17. 
©® A.S. Saiden, The Arithmatic of al-Uglidisi yp. 76. 
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VN~va 十 序 ( 当 7 天 a 时 )， 

VN~a 十 二 二 7( 当 7? 二 a 时 )， 


且 a Cl 下 <VN<e 十 元 . 


可 以 肯定 地 说 , 尤 克 里 迪 希 逼 近 公式 中 给 定数 N 的 平方 根 的 整数 部 分 a 以 
及 余数 > 都 是 利用 上 面 的 开 方法 求 得 的 . 开 方 过 程 结束 后 ,被 开 方 数 的 位 置 由 
余数 代替, 其 下 面 是 24 一 n(n; 为 a 的 个 位 数字 ), 这 种 排列 并 未 十 分 符合 当时 
分 数 的 表示 方法 0. 这 里 ,只 能 说 尤 克 里 迪 希 的 逼近 公式 可 能 是 由 上 述 的 开 方 过 
程 得 到 的 ,但 也 可 能 来 源 于 其 他 的 途径 ， 

另外 , 尤 克 里 迪 希 在 (印度 算术 }》 的 第 29 章 “ 关 于 开 立 方 ” 中 给 出 了 开 立 方 
的 方法 . 第 一 段 末 他 写 道 :“ 直 到 我 做 出 之 前 ,没有 见 到 探讨 这 一 问题 的 任何 人 
已 经 掌握 了 它 ( 开 立方 的 方法 ), 也 没有 见 到 关于 这 一 问题 的 著作 . ”@ 他 首先 讨 

一 个 数 的 立方 问题 ,并 给 出 1 一 9 的 9 个 数字 的 立方 表 ,这 个 立方 表 在 尤 克 
里 迪 希 立方 根 的 数字 估计 中 起 了 一 定 的 作用 .下 面 我 们 以 数 80 621 568 为 例 说 
明 他 的 开 立 方 过 程 . 

寻找 根 的 位 置 ,这 里 0,1,8 为 根 的 位 置 . 

C1) 估计 根 的 第 一 位 数字 , 即 寻 找 ,使 得 a? 亏 80<<(a 十 1), 得 a 一 4, 将 4 
放 在 被 开 方 数 的 0 下 面 ,并 将 笃 一 16 放 在 两 数 之 间 , 即 

80621568>N 

16 > 10” 

4 a 10” 

16 乘 以 4 后 从 80 申 尖 去， 然后 在 4 前 面 放 一 个 0,16 前 面 置 两 个 0, 并 分 别 
向 前 移动 两 位 和 一 一 位 , 即 

16621568->N- a 。103" 

1600 ~—>a? 。10"-! 
40- >a， 10"? 
(2) 估计 根 的 下 位 数字 5 为 3 ,将 3 放 在 4 前 0 的 位 置 ,3: 一 9 放 在 其 上 中 


OD 早期 的 阿拉 伯 课 本 中 通常 用 5 表示 名 ,2 表示 a 十 了. 


©® A.S. Saiden, The Arithmetic of al-Ugqlidisi ,p. 315. 
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行 0 的 位 置 , 即 
16621568 之 N 一 22。10? 


1609 之 ad2 ， 101b: 。103"D 
43 >a， 10”?++b.。 10"-D 
作 计 算 166 一 3，16，3 二 22,222 一 3。4。，9 一 114 以 及 1 141 一 3。 9 一 
1 114, 则 有 
1114568 全 N 一 oa 。10i 一 3a20 。103z-1 一 3282 。103n2 一 下 。103m-D 
1609 —>a? »。103"-1 二 b? 。103(*-» 
43 =>a，。10»"-?+b。 103~D 


将 中 间 行 1 609 换 作 43? 二 1 849, 并 重复 上 面 的 加 0 及 移 位 步 又 得 
1114568=>N—(a. 10"+b. 10" 1)’ 
184900=>(a. 10+6)? ， 10 7! 
430 =>a* 10%" D1+b. 10" DT? 
(3) 继续 作 根 的 下 一 位 估计 ,得 c==2. 重复 (2) 中 类 似 运算 ,得 
0 之 六 一 (a，10" 十 加 。10"!: 十 c<。10" 2:)3 
184904—>(a* 10+b)? »。 10:" 1 十 c。1030 一 3 
4 .32 一 04，1030 071+b. 10"D-? 十 c。1030 2 

显然 ,在 作 根 的 第 三 位 估计 时 , 尤 克 里 迪 希 将 前 两 位 已 求 得 的 数 作为 一 个 
数 ,继而 重复 前 面 的 运算 步骤 求 得 第 三 位 . 同样 ,在 求 第 四 位 数字 时 ,他 将 前 三 
位 看 做 一 个 数 . 中 

继 尤 克 里 迪 希 之 后 ,阿拉 伯 学 者 库 斯 耶 尔 在 其 著作 《印度 计算 规则 》CUsal 
Hisab al-Hind) 中 给 出 了 开平 方 和 开 立 方 的 方法 ,他 所 描述 的 开平 方 计算 过 程 
几乎 与 尤 克 里 迪 希 的 完全 相同 ,所 不 同 的 就 是 在 计算 过 程 的 最 后 , 库 斯 耶 尔 将 
得 到 的 根 的 个 位 数字 和 加倍 ,并 额外 加 上 数 1, 给 出 了 根 的 分 数 逼 近 表 示 ,而 尤 克 
里 迪 希 则 没有 . 如 数 65 342, 库 斯 耶 尔 的 开平 方 过 程 如 下 图 所 示 :@ 


2 2 2 5 2 5 255 
65342|—|25342—25342|—2842|—| 317 
2 4 45 50 511 


@@ 根 为 4 位 数 的 开 立 方 的 具体 例子 参见 A. S. Saiden, The Arithmetic of al-Uglidisi，, 
p. 326. 
© K. Chemla, Similarities, p, 63, 
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这 里 , 库 斯 耶 尔 通过 估计 得 到 根 的 个 位 数字 5 后 ,分 别 记 在 2 的 上 面 和 下 面 . 做 
完 减 法 运算 之 后 ,将 5 加 倍 并 加 上 数 1, 得 到 数 511, 而 最 后 的 图 式 正 是 分 数 到 
近 的 表示 形式 ,这 是 尤 克 里 迪 希 的 计算 过 程 所 没有 的 . 对 比 尤 克 里 迪 希 和 库 斯 
耶 尔 的 计算 图 式 ,一 个 明显 的 区 别 就 是 前 者 数 的 排列 只 有 两 行 , 即 被 开 方 数 行 

和 随 运 算 而 作 相应 变化 的 根 的 行 ,后 者 除 此 之 外 ,在 被 开 方 数 上 面 增加 了 根 行 
变 为 三 行 的 排列 . 后 者 对 于 计算 过 程 的 表示 、 描 述 较 前 者 更 为 清晰 明了 . 目前 ， 
尚未 有 确切 的 证 据 证 实 二 者 之 间 的 关系 . 如 果 存 在 继承 关系 的 话 , 那 么 可 以 说 
后 者 是 前 者 的 发 展 和 完善 . 

然而 ,对 于 开 立 方 , 库 斯 耶 尔 给 出 与 尤 克 里 迪 希 明显 不 同 的 方法 . 例如 , 数 
2 986 100 开 立方 ,他 首先 在 其 下 放置 一 行 0, 即 

2986100 

0000000 

并 对 被 开 方 数 实行 分 位 . 然后 估计 根 的 第 一 位 数 为 1, 分 别 放 在 被 开 方 数 中 
数字 2 的 上 面 和 0 行 中 首位 0 的 下 面 , 最 上 行 乘 以 最 下 行 ,结果 放置 于 中 间 行 
( 即 0 行 ). 然后 ,最 上 行 乘 以 中 间 行 从 被 开 方 数 中 减 去 , 即 有 

1986100 人 从 一 a32。102 

1000000=>a * 10™ 

1 >a* 10" 
最 下 行 加 倍 乘 以 最 上 行 后 加 到 中 间 行 ,然后 最 上 行 加 到 最 下 行 上 ,并 将 中 间 行 
向 前 移动 一 位 ,最 下 行 移动 两 位 ,得 

1 

1986100 字 从 一 ca。103 

300000=>3a . 10! 
3 =>3a *。 10"™? 

估计 根 的 第 二 数字 为 4, 放 在 最 下 行 3 的 前 面 ,被 开 方 数 中 数字 6 的 上 面 . 
然后 ,最 下 行 乘 4 加 入 中 间 行 ,中 间 行 乘 以 4 从 被 开 方 数 中 减 去 ,有 

1 4 

242100>N—a’ .10”—3ab .+10 1—3ab: 。103 2 一 后 。103"D 
436000=>3a:*。10” 1 二 3ab .10 ?十 b: ，103"D 
34 | =>34. 10” ?+6. 103"™D 
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最 下 行 4 加 售后 ,以 最 下 行 乘 最 上 行 4, 结 果 加 到 中 间 行 , 然后 ,最 上 行 4 加 到 最 
下 行 上 ,类 似 上 面 作 相应 的 移 位 , 则 有 


1 4 
242100 二 N—(a*10"+b*， 10"1)3 . 
588 :>a 10+0)? :10-71=A'，... 


42 >a 10D-1+3b .10 D7? 
估计 根 的 第 三 位 数字 为 4, 作 类 似 于 前 面 的 运算 ,有 
1 4 4 
116>N—(a. 10"+b. 10"1+c* 10"?)3 
60496 之 4 十 Be 
42 之 3a。1030D-1 十 38。10300-2 十 c。103o 一 2 一 吾 
作 相 应 变换 后 有 
1 4. 4. . 
116=>N—(a. 10+6b. 10"!1+ec .10"?)? 
6 2209=>A 二 Bc 十 (B 十 2c，103"?)c 十 1 
42 之 B 十 c 。10sor? 
这 里 
A 十 B. c 十 c(B 十 2c。103-2 ) 十 1 一 3(CC。10" 十 。10 一 :十 c。10"2)2 十 1. 
最 后 , 库 斯 耶 尔 给 出 了 开 立 方 根 的 分 数 盈 近 . 若 设 N 一 ma 十 r (0<r<<(m 
十 1 一 mm ), 则 


SNemt si 


比较 尤 克 里 迪 希 和 库 斯 耶 尔 的 图 式 排列 与 开 立 方 过 程 , 二 者 差别 在 于 ,假设 
N= (nn2n) rr. 
人 人 前 者 计算 图 式 排列 为 三 行 ,后 者 则 为 四 行 ， 即 在 被 开 方 数 的 上 面 增加 了 根 
人 
的 Cm 10 厂 1 十 7 。 二 2 十 “十 mi )? . 1037™i i 计 D) 一 1 
和 Tk, : | 
(2 。10 和 :十 zz 。10 和 十 十 zi)。1030 二 0 一 2 
而 后 者 则 分 别 为 其 3 倍 . 且 二 者 得 到 其 中 行 排列 的 途径 不 同 , 即 调整 变换 的 方 
式 不 同 . 前 者 由 mm。10 十 加 ，10 一 十 十 疝 ，10 平方 后 移 位 而 得 ,后 者 则 是 通 
过 随 乘 随 加 过 程 而 得 . 再 次 ,每 次 估 根 后 所 做 的 减法 运算 方式 不 同 . 虽然 二 者 都 


Ly 
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利用 了 二 项 式 
(a 二 6)’: 二 a; 十 3a*b 十 3ab’ 十 Bb， 
但 前 者 是 将 所 得 根 的 数字 nn 平方 加 入 中 行 得 到 
Cn » 107? + na» 10~3+T ene Tn 1)? 103"7+D 7 二 ne 0 
后 利用 二 项 式 展开 逐步 实施 减法 运算 , 邑 是 一 种 随 乘 随 减 的 计算 过 程 ,而 后 者 
则 是 随 乘 随 加 后 一 次 完成 . 另外 ,后 者 在 计算 过 程 的 结束 给 出 了 立方 根 的 分 数 
允 近 排列 ,而 前 者 则 未 然 . 抛 开 二 者 之 间 的 比较 ,单独 分 析 库 斯 耶 尔 的 开 方 过 
程 . 设 x’; 二 NN, 开 方 过 程 的 第 一 步 估 根 计算 即 相当 于 作 减 根 变换 Zz 二 mm *，10" 十 
" 10"” ,变换 方程 为 
0 D zp + 3n oI0%? 。 +3 。 10! x=N—nm 。10%. 
第 二 步 估 根 计 算 , 即 相当 于 对 上 述 变 换 方程 作 减 根 变换 
10™ 1 oxi=ne* 10" 1 二 zo， 10"?， 

变换 方程 为 

103% 2 十 3Cn 。 10 二 nz) 1102Dtl oo x3 二 3Cn *， 10 二 ny)? 。103%2D12 。 x 
=N—(n* 10"+Tn, ， 10" 1!)3, 
依次 继续 ,直至 开 方 过 程 结束 . 可 以 看 出 , 库 斯 耶 尔 的 四 行 排列 由 上 至 下 分 别 
为 : 根 、 被 开 方 数 、 一 次 项 系数 .二 次 项 系数 ,这 里 ,最 高 项 系数 没有 给 出 . 库 斯 耶 
尔 的 调整 变换 并 非 简单 彻底 的 随 乘 舱 加 过 程 , 它 另 外 涉及 到 因子 2. 严格 地 说 ， 
他 的 开 方 过 程 并 非 现在 所 谓 的 鲁 菲 尼 一 霍 纳 过 程 . 然而 ,从 另 一 侧面 分 析 , 在 
库 斯 耶 尔 的 整个 开 方 过 程 中 , 仅 涉及 一 个 额外 因子 2, 而 任何 一 个 数 的 2 倍 恰好 
等 于 它 自身 与 自身 相 加 , 且 在 得 到 根 的 第 一 位 估计 数字 后 的 调整 变换 结果 3m ， 
3xi 也 并 非 由 因子 3 和 ni ,ni 相 乘 而 来 ,整个 过 程 中 的 调整 变换 均 服 从 一 种 统 
一 的 计算 模式 ; 由 些 看 来 , 库 斯 耶 尔 的 目的 可 能 在 于 寻求 一 种 简单 的 程序 化 的 
计算 过 程 ， 

另外 ,与 库 斯 耶 尔 同时 代 的 比 鲁 尼 也 曾 写 过 一 简 较 长 的 论文 (计算 中 的 开 
立方 或 开 更 高 次 方 》(Fi Istikhra j al-Ki'ab Wa-adlama War aahu min maratib. 
al-hisab) ,论述 他 的 开 方 法 . 之 后 ,奥马 ，。 海 亚 姆 也 研究 了 开 方 问题 ,他 写 道 ;:“ 印 
度 人 拥有 寻找 平方 和 立方 的 边 的 方法 , 它 是 以 9 个 数字 的 平方 为 基础 的 . …… 
我 已 经 完成 了 一 部 著作 以 证 明 这 些 方法 的 正确 性 ,并 证 明了 由 这 些 方法 得 到 的 


@ K. Chemla,Similarities, pp. 239 一 240. 作者 给 出 了 三 条 理由 . 
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结果 正 是 要 求 的 . 我 进一步 增加 了 它们 的 类 型 , 即 给 出 了 如 何 寻 找 四 次 客 、 五 次 
罕 . 六 次 赛 直到 任意 次 宕 的 边 . 在 此 之 前 ,它们 没有 被 做 过 ,我 给 出 的 证 明 仅仅 
是 基于 欧 几 里 得 4 几何 原本 ;算术 部 分 的 算术 证 明 . ”中 他 开 方 的 基础 是 多 项 式 (a 
十 6 十 … 十 mm)" 的 展开 式 . 由 于 比重 尼 的 论文 和 奥马 。 海 亚 姆 的 著作 均 已 失传 ， 
我 们 仅 能 从 其 他 资料 的 片段 记载 中 得 知 他 们 曾 给 出 开 高 次 方 的 方法 ,但 具体 的 
开 方 过 程 却 无 从 详 考 . 

比较 阿拉 伯 与 晶 期 印度 的 开 方 法 ,我 们 发 现 , 尤 克 里 迪 希 的 开 立 方 过 程 与 
印度 有 些 相似 , 都 是 一 种 随 乘 随 减 的 计算 过 程 , 但 也 存在 着 明显 的 区 别 . 一 方 
面 , 根 的 表示 方式 不 同 . 前 者 在 被 开 方 数 下 放置 了 倍 根 行 ,而 后 者 则 是 将 所 得 根 
放 在 旁边 隔离 位 置 ; 另 一 方面 ,前 者 给 出 了 调整 变换 过 程 ,而 后 者 则 不 然 . 尤 克 
里 迪 希 的 开平 方 、 库 斯 耶 尔 的 开平 方 和 开 立 方 过程 与 印度 的 差别 更 其 :(1) 根 的 
放置 方式 不 同 ,这 是 显然 的 . (2) 计算 过 程 每 步 的 布 式 不 同 . 如 开 立 方 , 设 N= 
《Zz 十 Zz 十 十 Zr) ,Ni+i1 为 作 第 i 次 估 根 时 的 被 开 方 数 , 则 印度 开 立 方 过 程 每 
步 的 布 式 由 上 至 下 分 别 为 3Czi 十 十 Tz)? ziris Niti 一 3(Zzi 十 十 Tz)? rirl， 
3CziT 二 xi) zi Nii 一 3a 二 十 TC)? zitl 一 3(Cz1 二 十 ZT) X41 Xl, 
Nit1™— 3Cz1 二 十 XT) Ti 一 3 二 十 TD) TH zh 二 Ni 一 N 一 (zi 十 … 十 
Zzir1) .而 阿拉 伯 学 者 的 开 立 方 过程 每 步 布 式 由 上 至 下 分 别 为 根 、 被 开 方 数 、 一 
次 项 系数 、 二 次 项 系数 . (3) 阿拉 伯 学 者 的 开 方 法 给 出 了 具体 的 调整 变换 过 程 ， 
即 随 乘 随 加 ,而 印度 学 者 则 没有 具体 描述 . (4) 每 次 估 根 后 的 减法 运算 方式 不 
同 , 印度 学 者 是 依据 (a 十 0)’ 二 a 十 3a25 十 3aB? 十 BW 逐步 实施 各 步 计 算 , 即 随 乘 
随 减 ;阿拉 伯 学 者 则 是 经 调整 变换 后 一 步 完 成 ， 

相反 ,早期 的 阿拉 伯 开 方法 ( 尤 克 里 迪 希 的 开 立 方 除外 ) 与 中 国 的 开 方术 在 
计算 过 程 上 却 十 分 相似 ,二 者 减 根 变换 , 减 根 方程 和 调整 变换 的 本 质 是 一 致 的 . 
整个 过 程 都 是 一 种 简单 的 随 乘 随 加 (每 一 步 伴随 着 一 次 减法 运算 ) 过 程 .但 也 有 
一 些 林 同 之 处 , 首先 ,阿拉 伯 开 方 过 程 较 中 国 缺 少 了 一 行 “ 借 算 行 ” 借 算 表示 变 
- 换 方程 的 最 离 次 项 系数 ). 其 次 , 减 根 变换 及 调整 变换 ,前 者 借助 于 每 次 估计 所 
得 根 , 而 后 者 除 此 之 外 还 利用 了 借 算 . 另外 , 根 行 中 根 的 位 置 放置 方式 不 同 . 前 
者 有 两 种 方式 :一 种 是 将 每 次 所 得 根 的 数字 放置 于 该 次 估 根 位 置 之 处 ,并 随 下 
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面 的 调整 变换 作 相 应 的 移 位 ;了 另 一 种 是 将 每 次 所 得 根 的 数字 放置 于 当时 估 根 
位 置 之 处 ,不 随 下 面 的 调整 作 任何 变动 . @ 后 者 则 是 将 所 得 根 依 其 阶 数 放 在 相应 
位 置 ,一 步 到 位 , 尽管 如 此 ,但 可 以 看 出 ,早期 阿拉 伯 的 开 方法 较 之 于 印度 ,更 类 
似 于 中 国 早 期 的 开 方 术 . 阿拉 伯 学 者 开平 方 给 出 的 分 数 逼 近 公 式 , 刘 微 的 《 九 章 
算术 注 》 中 亦 有 相似 的 叙述 :“ 凡 开 积 为 方 , 方 之 自 乘 当 还 复 其 积分 . 令 不 加 借 算 
而 命 分 , 则 常 少 ,其 加 借 算 而 命 分 , 则 又 微 多 . 其 数 不 可 得 而 定 . 故 惟 以 面 命 之 ， 
为 不 失 耳 . "@ 明 显 地 ,这 里 刘 微 给 出 了 下 面 的 不 等 式 


< 十 元 二 <VN<e 十 区. 


据 早期 阿拉 伯 学 者 的 叙述 ,他 们 的 工作 是 从 印度 的 传统 中 得 来 的 ,而 印度 
的 传统 本 身 似乎 在 更 早 的 时 候 就 受到 中 国 开 方术 的 影响 . @ 由 此 可 以 推断 ,印度 
传统 可 能 是 中 国 开 方术 影响 阿拉 伯 学 者 的 一 座 桥梁 .但 从 阿拉 伯 开 方法 与 印 
度 、 中 国 开 方法 的 比较 看 ,阿拉 伯 开 方法 在 计算 过 程 . 步 怠 上 与 印度 文献 记载 的 
开 方法 有 较 大 的 差别 , 却 与 中 国 的 更 为 相似 ,这 是 值得 我 们 进一步 考证 的 问题 
(对 于 中 国 和 印度 两 个 传统 文明 古国 之 间 的 关系 已 不 属 本 书 的 讨论 范围 ,这 里 
我 们 不 作 介 绍 ). 由 于 缺乏 有 关中 阿 文化 交流 方面 的 确凿 证 据 , 我 们 仅 从 方法 本 
身 和 现 有 资料 名 提供 如 下 猜测 :阿拉 伯 学 者 所 谓 的 他 们 的 开 方法 得 之 于 印度 ,只 
是 说 他 们 得 到 这 种 方法 的 途径 是 印度 ,这 种 方法 可 能 在 印度 被 使 用 或 由 印度 传 
和 人 阿拉伯 ,由 前 面 的 分 析 , 它 可 能 就 是 中 国 早期 的 开 方 术 . 


4.1.3 阿拉 伯 开 方法 的 发 展 一 一 开 高 次 方 的 鲁 菲 尼 一 震 纳 算法 


1948 年 ,数学 史家 P. 鲁 凯 提出 阿拉 伯 数 学 家 、 天 文学 家 卡 西 在 其 著作 《 算 
术 钥 XKey of Arithmetic) 中 建立 了 开 高 次 方 的 一 般 方法 一 一 鲁 非 尼 一 霍 纳 算 
法 ,并 认为 他 的 思想 可 能 源 于 中 国 贾 宪 的 “ 增 乘 开 方法 ”但 新 的 资料 表明 ,在 卡 
西 之 前 两 个 半 世 纪 左 右 的 萨 马 瓦 尔 也 使 用 了 这 种 算法 , 且 它 有 可 能 更 早 地 被 建 
立 . 萨 马 瓦尔 出 生 于 一 个 犹太 知识 分 子 家 庭 , 他 的 舅父 是 一 个 物理 学 家 . 受 粤 父 
的 影响 , 萨 马 瓦尔 13 岁 时 开始 学 习 医 学 和 精密 科学 ,并 对 数学 产生 了 兴趣 . 他 


@ 库 斯 耶 尔 开平 方 过 程 根 行 的 变换 . 

@ 库 斯 耶 尔 的 开 立 方 过 程 中 根 行 采用 这 种 形式 ， 

@ 钱 宝 辽 校 点 :《 算 经 十 书 》 

@ 李 约 医 ,《 中 国 科学 技术 史 了 (第 三 卷 数学), 科 学 出 版 社 ,1978, 第 303 页 . 

@ 李 约 医 :《 中 国 科 学 技术 史 兴 第 一 卷 ” 总 论 ; 第 三 卷 ” 数 学 ) 或 钱 宝 琼 :中 国 数学 史 》. 
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从 印度 的 算法 .算术 以 及 实用 测量 技术 开始 学 起 ,后 转 攻 代 数学 和 几何 学 . 由 于 
当时 的 巴格达 的 科学 研究 正 趋 于 逐渐 衰退 的 阶段 , 萨 马 瓦尔 没 能 找到 优秀 的 教 
师 指导 他 的 学 习 和 研究 ,但 也 因此 养 成 独立 思考 的 习惯 , 他 自学 了 欧 几 里 得 的 
《几何 原本 》、 阿 布 ， 卡 米尔 (Apa Kamil) 的 《代数 学 》、 凯 拉 吉 的 《综合 算术 》 以 及 
瓦 西 提 (al-Wasiti) 的 4 算术) 等 大 量 著作 . 18 岁 时 , 萨 马 瓦尔 已 经 为 他 后 来 的 数 
学 研究 工作 打下 了 良好 的 基础 ,形成 了 自己 的 数学 思想 . 他 在 数学 上 的 贡献 主 
要 在 代数 学 方面 . 萨 马 瓦尔 在 六 十 进 制 系统 的 基础 上 描述 了 数 
N=0;0,0,2,33,43,3,43,36,48,8,16,52,30 
开 5 次 方 的 过 程 . 他 首先 给 出 了 下 表 形 式 的 排列 ( 表 I 0): 


TT TTT TT 
ma] | | alslsls ll ese] | | 
可 
图 面 


最 上 第 一 行为 根 行 , 在 每 一 个 完全 位 置 都 放置 一 个 0, 以 表示 其 为 完全 位 

置 . 其 下 第 五 行为 被 开 方 数 行 . 最 下 第 一 行 对 应 于 最 上 第 一 行 的 位 置 也 分 别 放 

置 上 0. 

估计 根 的 第 一 位 数字 为 6, 分 别 放置 于 最 上 行 和 最 下 行 的 对 应 位 置 . 查看 6 

的 六 十 进 制 乘法 表 , 用 最 下 行 乘 以 最 上 行 , 即 6 乘 6, 其 积 记 人 第 二 行 . 最 上 行 乘 

第 二 行 , 其 积 记 人 第 三 行 . 最 上 行 匀 第 三 行 , 积 记 人 第 四 行 .最 上 行 滋 第 四 行 并 

从 第 五 行 中 减 去 ,我 们 得 到 下 表 , 即 ( 表 工 @) ， 

TT TTT TT 
a | | | al ls sll | | 
mm a TD 

第 和 本 四 类 本 加 国 本 加 国 本 加 加 
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然而 ,了 萨 马 瓦尔 并 未 详细 描述 他 的 调整 变换 过 程 ,只 给 出 一 句 简 洁 的 声明 : 
“一 旦 完成 14 次 运算 ,就 完成 了 必须 记录 在 表 中 的 四 行 的 计算 . ”随后 ,他 提供 
了 一 张 表 格 . 如 果 我 们 记 二 6, 以 现代 符号 表示 , 即 为 ( 表 卫 ): 

第 一 第 二 第 三 第 四 第 五 

5th ni ne ni nt ns 71 

4th 27 3 对 4723 5721 

3rd ”37 ‘6n? 10ni 

2nd 4ni 10n? 


萨 马 瓦尔 说 明了 该 表 的 构造 方法 :“ 把 右边 wm 加 到 左边 mn 上 ,左边 的 项 即 为 
2n1 ;右边 的 1 乘 以 左边 的 2n1 ,加 上 第 2 项 (nti)， 第 2 项 (这 里 指 4th 行 ,以 下 
同 ) 将 是 3z ;右边 的 nw 莱 以 第 2 项 3 对 ,加 上 第 3 项 (i), 第 3 项 将 是 4ni ;右边 的 
nm 乘 以 第 3 项 (4z3) ,加 上 第 4 项 ( 直 ), 第 4 项 将 是 5 赤 . 这 样 就 完成 了 第 4 行 的 计 
算 . ”@ 若 记 f(D)=z =N, 则 上 面 的 估 根 计算 即 相当 于 一 次 减 根 变换 zx 二 n，， 60" 
十 zi，60"1 , 减 根 方程 为 
Dn 60"izi=N—n * 607". 

上 表 的 构造 以 另 一 _ 科 下 式 展现 了 萨 马 所 尔 的 调整 变换 我 们 发 现 ,该 表 中 的 系 
数 是 二 项 式 (a 十 5)"(n 二 1,2,…,5) 的 展开 式 系数 (缺少 其 中 一 项 的 最 高 次 竹 系 
数 1) , 斜 对 角 线 5n1 ,10n? ,10n3 ,5nt 分 别 乘 上 因子 60 一 (一 4,3,2,1) 后 正 是 变 
换 方 程 (1) 的 1 次 宕 、2 次 守 .3. 次 宕 .4 次 寡 的 系数 . 经 过 减 根 、 调 整 变 换 和 移 位 
后 ， Te 


re 

| 43 | 36 16 30 
让 

9 全 一 


训导 由 和 
-和 | | 


个 R. Rashed, The Development ,p. 94. 
©@ R. Rashed, The Development ,p. 97. 


39 了 了 


中 拉 伯 数 学 的 兴 唐 


作 第 二 次 估 根 ,为 12. 重复 上 面 的 计算 过 程 . ?第 二 次 减 根 变换 为 60" zi 
一 hn，。60"! 十 Xx。。60"?, 减 根 方程 为 

Sc » ni: ,60™5™ pe] ni» 60 D0 » rei) 

=N—(m *。60" 二 ns 。 60"!1)5, 

和 早期 库 斯 耶 尔 的 开 方 过 程 相 比 ,一 个 明显 的 区 别 就 是 萨 马 瓦 尔 的 调整 变 
换 已 不 再 涉及 额外 因子 ,整个 过 程 是 一 个 简单 彻底 的 随 乘 随 加 过 程 ,与 现在 所 
谓 的 鲁 菲 尼 一 霍 纳 算法 基本 上 是 一 致 的 . 萨 马 瓦尔 的 开 高 次 方 的 过 程 似乎 是 库 
斯 耶 尔 开 立 方 过 程 的 进一步 推广 和 发 展 . 约 两 个 半 世 纪 之 后 , 卡 西 在 其 著作 《 算 
术 钥 ) 中 也 给 出 了 开 高 次 方 的 同样 的 方法 . @ 

卡 西 生 于 卡 尚 (al-Kashani) ,1429 年 率 于 撒 马 尔 罕 . 卡 西 是 阿拉 伯 帝 国 中 世 
纪 最 后 一 位 著名 的 天 文学 家 和 数学 家 . 他 曾 是 一 个 医生 ,但 他 渴望 从 事 天 文 和 
数学 的 研究 . 在 长 期 贫困 和 簿 律 之 后 ,他 终于 在 撤 马 尔 罕 找到 了 一 个 稳定 而 又 
荣光 的 职位 , 即 在 苏丹 帝国 国王 乌 鲁 伯 格 (Ulugh Beg,1394 一 1449) 的 官 九 协助 
策划 开展 科学 工作 . 在 此 期 间 , 卡 西 协助 乌 鲁 伯 格 筹划 建立 了 天 文 台 , 并 担任 第 
一 任 台 长 . 他 的 学 识 也 日 至 成 熟 , 连 续 完 成 他 一 生 中 最 有 价值 的 著作 . 1427 年 写 
成 《圆周 论 》(Risala alt-Muhitiyya，, Treatise on the Circum ference) ;得 到 当时 
世界 上 最 精确 的 圆周 率 值 . 1427 年 完成 《算术 钥 》, 这 是 一 本 初等 数学 的 百科 全 
书 .在 此 之 前 ,他 还 著 有 另 一 本 著作 《 论 终 与 正弦 》(Risala al-Watar wa 'l-jaib， 
Treatise on the Chord and Sine). 另 外, 卡 西 参与 制定 4 乌 鲁 伯 格 历 》, 这 是 一 部 
关于 天 文 . 历 法 的 著作 ,包括 星 表 和 数学 用 表 . 卡 西 为 此 投入 了 巨大 的 精力 并 做 
出 了 重要 贡献 . 他 生前 只 完成 了 开头 的 理论 部 分 ,这 部 历法 在 卡 西 死 后 很 多 年 
才 由 他 的 后 继 者 完成 . 

卡 西 开 高 次 方 的 过 程 和 萨 马 甩 尔 的 几乎 完全 相同 . 所 不 同 的 是 :一 方面 , 表 
的 说 明 排列 不 同 . 卡 西 的 说 明 由 下 至 上 分 别 为 :“ 根 行 ”《 即 第 5 数 行 )、“ 平 方 行 ” 
( 即 第 4 数 行 )“ 立 方 行 ”( 即 第 3 数 行 )、“ 四 次 方 行 ”"( 即 第 2 数 行 )“ 数 行 ” 和 
“结果 行 ”, 是 相对 于 每 次 估计 所 得 根 的 数字 的 运算 和 剩余 被 开 方 数 以 及 所 得 根 


Q@ 第 二 次 估 根 后 的 计算 以 及 下 面 的 步骤 ,参见 R. Rashed, The Development, pp. 97 一 
101, 

© J. L. Berggren, Episodes in the Mathematics of Medieval [slam, SpringerVerlag， 
1986 ,pp. 53 一 63. 或 P, Luckey, Die Ausziehung ,pp. 217 一 274. 
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而 言 ,如 第 一 次 估计 为 nn; , 则 由 下 至 上 分 别 为 nl 。60” ,nf 。60" ,nf 。60”" ,nf 。 
60”",N 一 区，。60”",m 。60". 而 萨 马 瓦尔 则 以 简单 的 “第 一 行 >……“ 第 五 行 ”、 
< 第“ 行 "来 雪 示 前 者 在 意义 表述 上 较 后 者 清晰 . 另 一 方面 , 卡 西 在 一 张 表 中 描 
述 了 整个 计算 过 程 , 其 中 包含 每 次 估 根 计算 后 的 详细 的 调整 变换 过 程 , 萨 马 瓦 尔 
则 未 然 . 萨 马 瓦尔 和 卡 西 在 著作 中 都 没有 提 及 各 自前 非 们 (或 同时 代 人 ) 在 这 方面 
的 工作 ,但 从 不 同时 代 所 出 现 的 开 方 法 的 过 程 来 看 却 存在 着 前 后 的 继承 关系 . 

在 中 国 ,由 开平 方 开 立方 推广 到 开 高 次 方 目前 认为 是 由 贾 宪 突破 的 . 页 完 
的 开 高 次 方 过 程 和 萨 马 瓦尔 以 及 卡 西 的 几乎 完全 相同 . 所 不 同 的 是 :一 方面 ,最 
上 行 根 的 数字 的 位 置 放置 不 同 , 贾 宪 将 每 次 估 根 数字 放 于 该 次 估 根 位 置 之 处 . 
另 一 方面 ,页 宪 的 排列 最 下 面 多 出 了 一 行 “ 借 算 ” 行 ,而 “ 借 算 ” 正 是 变换 方程 的 
最 高 次 项 系数 ,由 此 构成 完整 的 位 置 排 列 , 旦 < 借 算 ”在 计算 过 程 中 参与 计算 . 后 
者 则 未 然 . 他 是 以 最 上 端 保持 不 动 的 根 的 数字 来 替代 “ 借 算 ” 在 计算 中 的 作用 ， 
变换 方程 的 最 高 次 项 系数 无 法 表达 ,这 个 问题 存在 于 不 同时 期 的 所 有 阿拉 伯 学 
者 的 开 方 法 中 . 然而 ,最 高 次 项 系数 的 缺少 只 是 影响 到 变换 方程 系数 排列 的 完 
整 性 ,并 非 开 方 过 程 的 实质 . 从 方法 出 现 的 时 间 上 看 , 贾 宪 的 “ 增 乘 开 方法 "大约 
在 1023 至 1050 年 之 间 , 萨 马 瓦尔 虽然 生活 的 年 代 比 贰 宪 约 晚 一 个 世纪 ,他 的 
作品 也 完成 于 1172 年 ,但 他 在 对 方法 的 解释 中 明确 地 假设 读者 已 经 熟悉 方法 
中 所 包含 的 各 种 运算 . 因此 ,这 种 开 方法 在 阿拉 伯 的 出 现 也 许 更 早 一 些 . 由 此 看 
来 , 开 高 次 方 ,中 国人 和 阿拉 伯 人 可 能 各 自 独立 地 给 出 了 他 们 的 方法 . 

总 之 ,通过 前 面 的 分 析 比 较 , 对 于 中 世纪 阿拉 伯 的 开 方法 ,我 们 可 以 得 出 下 
面 的 结论 ， 

(1) 阿拉 伯 早 期 的 开 方法 可 能 受 中 国 古代 开 方 术 的 影响 . 阿拉 伯 人 从 印度 
人 那里 获得 了 大 量 的 他 们 所 需要 的 知识 ,作为 进一步 发 展 的 基础 . 然而 ,这 些 知 
识 可 能 并 不 全 是 印度 人 首先 发 现 的 ,也 包括 印度 在 和 其 他 地 区 的 文化 交流 中 由 
其 他 地 区 传人 印度 的 . 中 古 时 期 的 印度 数学 保留 着 不 少 希腊 数学 与 中 国 数学 的 
痕迹 ,特别 是 印度 与 中 国 的 文化 交流 更 是 源远流长 . 虽然 由 于 印度 史料 的 保存 
问题 ,没有 留 下 可 靠 的 历史 记载 ,但 从 印度 中 古 时 期 保留 下 来 的 数学 著作 中 可 
以 看 出 ,印度 数学 在 不 少 方面 可 能 受到 中 国 的 影响 . 如 开 方法 、 重 差 术 、 三 项 法 、 
四 则 运算 等 . 因此 ,阿拉 伯 人 从 印度 得 来 的 (或 是 由 印度 人 带 到 阿拉 伯 的 ) 开 方 
法 可 能 是 印度 人 从 中 国 获得 的 , 即 阿拉 伯 人 间接 地 受到 中 国 开 方术 的 影响 , 印 
度 是 中 间 媒 介 . 另 一 方面 ,4 世纪 中 时 以 后 ,佛教 徒 交 往 进 入 鼎盛 时 期 . 不 但 有 众 
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多 的 印度 僧人 来 到 中 国 传教 ,更 有 大 量 的 中 国有 道 高 僧 前 去 印度 取经 , 且 不 少 
在 印度 作 过 长 期 停留 . 这 些 僧人 中 不 乏 在 科学 和 数学 上 有 相当 造 诈 之 人 . 通过 
他 们 ,阿拉 伯 人 也 可 能 得 到 中 国 的 开 方 术 . 从 这 种 意义 上 讲 , 虽 然 也 涉及 印度 ， 
但 我 们 可 以 说 中 国 早 期 的 开 方术 可 能 直接 影响 到 阿拉 伯 学 者 . 再 者 ,在 阿拉 伯 
国家 也 滞留 着 一 批 中 国 商人 ,通过 他 们 ,阿拉 伯 学 者 也 可 能 直接 接触 到 中 国 数 
学 . 

(2) 阿拉 伯 开 高 次 方 的 重 菲 尼 一 霍 纳 算法 和 中 国 的 “ 增 乘 开 方 法 "可 能 是 在 
各 自 早期 开 方 法 的 基础 上 独立 发 展 而 来 的 . 前 面 的 分 析 可 以 看 出 ,一 种 可 能 就 
是 萨 马 瓦尔 给 出 的 开 高 次 方法 并 不 完全 是 萨 马 瓦尔 自己 的 工作 ,早期 的 开 方 法 
是 其 思想 基础 这 是 可 以 肯定 的 . 萨 马 瓦尔 之 前 或 同时 代 的 “ 凯 拉 吉 学 校 ” 的 成 员 
们 为 这 种 方法 的 建立 作出 了 相当 的 贡献 ,或 者 进一步 说 他 们 已 经 知道 了 这 种 方 
法 ,而 萨 马 瓦尔 的 工作 是 对 他 们 的 工作 的 发 展 , 或 者 说 是 完善 和 总 结 . 因此 ,我 
们 可 以 说 , 开 高 次 方法 是 “ 凯 拉 吉 学 校 2 的 成 员 们 集体 工作 的 结晶 . 也 就 是 说 , 阿 
拉 伯 开 高 次 方 的 鲁 菲 尼 一 霍 纳 算法 的 出 现 当 在 10 世纪 末 到 1172 年 之 间 , 且 在 
1172 年 之 前 至 少 “ 饥 拉 吉 学 校 ” 的 成 员 们 已 经 清楚 掌握 该 方法 中 包含 的 各 种 运 
算 . 中国 的 “ 增 乘 开 方法 ”是 在 早期 开 方 术 的 基础 上 推广 ,发展 而 来 ,这 是 确信 无 
疑 的 . 二 者 产生 的 时 间 非 常 接近 ,考虑 当时 的 交通 条 件 和 信息 传播 速度 ,我 们 认 
为 阿拉 伯 人 和 中 国人 各 自 独立 地 建立 了 他 们 的 开 高 次 方法 . 


§ 4.2 阿拉 伯 代 数 方程 数值 解法 的 比较 研究 


我 们 知道 , 开 方 过 程 中 ,从 求 方 根 的 第 二 位 数字 起 ,下 面 的 排列 即 为 含有 较 
低 次 短 的 方程 的 排列 , 即 以 下 步骤 可 看 做 与 方程 的 求解 有 关 . 但 是 ,尽管 阿拉 伯 
学 者 尤 克 里 迪 希 . 库 斯 耶 尔 、 奥 马 。 海 亚 姆 、 萨 马 瓦尔 以 及 卡 西 等 都 曾 讨论 过 开 
方法 ,但 他 们 均 未 给 出 依靠 其 开 方 法 的 单独 的 代数 方程 的 数值 解法 . 只 是 12 世 
纪 的 学 者 沙拉 夫 丁 ， 图 西 在 其 代数 学 著作 中 详细 地 描述 了 这 种 方法 , 这 里 ,我 
们 一 方面 介绍 沙拉 夫 丁 ， 图 西 的 方法 ,考查 它 与 阿拉 伯 开 方法 的 联系 和 区 别 ; 
另 一 方面 ,也 将 其 与 同时 代 或 之 前 的 中 国有 关 方 程 的 数值 解法 作 以 比较 . 


@ R. Rashed 编辑 翻译 了 沙拉 夫 丁 。 图 西 的 代数 学 著作 , 见 Sharaf al-Din al-Tisi, 
OQeuvres Mathematiques, Vol 2,Paris,Les Belles Lettres,1985. 
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4.2.1 中 国 代数 方程 的 数值 解法 


中 国 古 代 解 二 、 三 次 方程 分 别称 为 “ 开 带 从 平方 和 “ 开 带 从 立方 *, 是 利用 
开平 方 . 开 立 方 算法 来 完成 的 . 虽然 目前 对 此 已 有 足够 深刻 的 研究 ,但 为 了 便于 
下 文 的 比较 ,我们 加 以 引述 ,并 就 与 阿拉 伯 方 程 数值 解法 联系 较 大 的 二 、 三 次 方 
程 略 费 笔 墨 《 九 章 算 术 六 色 股 章 ? 第 20 问 即 相 当 于 列 方程 十 34z 二 71 000 求 


解 《 张 印 建 算 经 ) 中 第 22 问 相当 于 列 方程 之 十 68 二 zx 一 1 029 区 求解 但 是 ,把 开 


立方 法 推广 到 三 次 方程 则 是 一 个 漫长 的 过 程 . 据 考 证 ,5 世纪 中 国 数学 家 祖 冲 
之 (429 一 500) 不 仅 已 经 知道 “ 开 带 从 立方 ”的 方法 ,而 且 已 能 推广 到 系数 可 正 可 
负 的 二 次 方程 和 三 次 方程 . 但 祖冲之 的 著作 《 缀 术 ) 失 传 已 久 , 其 解法 无 从 详 考 . 
之 后 , 唐 初 王 孝 通 的 著作 《 辑 古 算 经 》 介 绍 了 “ 开 带 从 立方 ”法 ,所 载 三 次 方程 均 
形 如 
zx: 二 az:t+bzr 一 c (a>0,6>0,c>0). 

这 是 中 国 现存 的 最 早 记 载 “ 开 带 从 立方 ”的 著作 . 然而 ,上 述 文献 均 未 给 出 “ 开 带 
从 平方 "和 “ 开 带 从 立方 ”的 具体 步骤 . 对 其 解法 有 详细 记载 的 现存 最 早 的 著作 
是 杨辉 的 《算法 通 变 本 未 》(1274 年 ). 书 中 写 道 ;“ 刘 益 以 勾 股 之 术 治 演 段 锁 方 ， 
撰 议 古 根源 二 百 问 , 带 益阳 ( 首 项 为 负 者 ) 开 方 实 冠 前 古 . ”引用 带 从 开 方正 负 
损益 之 法 ,前 古 之 所 未 闻 也 . ”在 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》(1275 年 ) 序 中 杨辉 又 写 
道 ,“ 辉 择 可 作 关 键 题 问 者 , 重 为 详 悉 著述 ,推广 刘 君 垂 训 之 意 . >@ 明 显 地 ,杨辉 
给 出 的 解法 得 之 于 刘 益 (12 世纪 ). 他 引用 的 第 一 题 即 相当 于 解 二 次 方程 


22 十 12z 一 864， 
设 f(zx)=z? 十 12x ,N 一 864,a 一 12, 其 图 式 过 程 如 下 :@ 
离 
实 864 N 
方法 


@ 钱 宝玉 :《 中 国 数学 史 》, 科 学 出 版 社 ,1982, 第 89 页 . 或 梅 荣 照 :《 贾 宪 的 增 乘 开 方法 》， 
载 (自然 科学 史 研 究 》, 第 8 卷 第 1 期 ,1989, 第 3 页 . 

四 钱 宝 下 :《 中 国 数学 史 》, 第 154 一 155 页 . 

@ 杨辉 所 列 图 式 仅 有 前 三 步 ,最 后 一 步 的 减法 运算 是 本 文 作者 为 了 与 后 面 阿拉 伯 开 平 
方法 进行 完整 地 比较 依据 杨辉 所 述 添 加 的 . 
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从 法 12 a*10 

阳 1 102 

商 2 Xl 

实 864 N 

从 法 12 a*10 

隅 1 102 

商 2 4 Zi 十 To 

实 224 N=N~—zxi—arn=N~— f(x) 


方法 44 2x1 十 zs 
从 法 12 a 


` 隅 1 1 

商 2 4 Xi 十 zs 

实 N 一 入 一 (2zi 十 zz)zz 一 az 一 太一 zl 十 zs) 一 0 
方法 44 2z3: 十 Zz 

从 法 1 2 a 

隅 1 1 


可 以 看 出 ,这 里 的 “方法 ”和 “从 法 ”实质 上 就 是 开 方 运算 中 的 “ 定 法 ”, 刘 益 
将 它们 分 置 于 两 行 . 除 此 之 外 , 刘 益 解 二 次 方程 的 这 种 方法 和 早期 的 开 方 步骤 
是 一 致 的 . 刘 益 求解 二 次 方程 ,并 未 仅 限 于 系数 为 正 的 情形 ,他 也 给 出 了 诸多 一 
次 项 系数 为 负 和 首 项 系数 为 负 的 方程 的 具体 解法 . 如 一 xz 十 60zx 二 864, 记 
f(x) 二 一 z 十 60z ,a 二 60, N= 二 864, 则 其 解法 如 以 下 图 式 所 示 .: 


商 

实 864 N 

从 方 60 a 

负 隅 一 1 一 ! 
商 20 1 
实 864 N 
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从 方 60 a*»10 

负 隅 一 1 —102 

商 2 0 Xl . 

实 64 N=N—(a—x)r=N— f(x) 
从 方 40 a— x1 

负 隅 —1 一 1 

商 20 TI i 

实 6 4 N— f(zi) 

从 方 20 a—2x 

负 阳 一 1 —1 

商 2 4 Xi 十 Xs 

实 0 一 六 一 (a 一 2zi 一 zz) 一 太一 FCzl 十 zz) 
从 方 16 4 一 2z1 一 as 

负 隅 ”一 1 一 1 


显然 ,这 里 的 “从 方 ” 作 用 相当 于 前 一 方法 中 的 “方法 ”和 “从 法 ”, 实 质 上 ,就 
是 开 方 运算 中 的 “ 定 法 ”. 这 种 方法 和 开 方 步骤 是 完全 一 致 的 . 刘 益 称 其 为 “ 减 从 
法 ” 同样 对 于 该 例 , 刘 益 还 给 出 了 另外 一 种 解法 , 即 “ 益 积 法 ”. 设 第 一 次 减 根 变 
换 为 x 二 zi 十 y, 风 “ 减 从 ”和 “ 盖 积 ”两 种 方法 的 布 式 可 分 别 表示 如 下 : 

“ 减 从 ” : —y’ 十 [(a—zi ) 一 zi]y 一 入 一 (a— xzi)x1; 

“ 益 积 ”; 一 y? 一 2x1y 十 ay 一 入 十 好 一 azl 

另外 ,杨辉 引用 的 第 18 题 相 当 于 解 四 次 方程 

, 一 5Xx‘ 十 52x? 十 128zx? 二 4 096. 

虽然 方程 的 根 只 有 一 位 数字 ,但 其 解法 却 是 “ 增 乘 开 方法 ?在 一 般 方程 上 的 推广 . 

13 世纪 ,中 国 古 代 高 次 方程 数值 解法 发 展 到 了 茵 峰 . 1247 年 , 秦 九 韶 (1202 一 
1261) 撰 写 的 4 数 书 九 章 》 是 这 一 成 就 的 标志 . 书 中 给 出 了 高 次 方程 的 表示 方 
法 ,并 依 其 系数 情况 对 高 次 方程 进行 了 分 类 . 如 一 般 形式 的 n 次 方程 

fz)=ao x ta ZI 十 … 十 ai 十 as， 


@ 钱 宝 院 :中 国 数学 史 》 第 157 一 158 页 .或 吴 文 俊 ,《 秦 九 韶 与 ( 数 书 九 章 )》, 第 410 页 ， 
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当 |ao| 关 1 时 , 称 之 为 “ 开 连 梳 某 乘 方 ”; 当 方 程 的 奇 次 寡 系 数 缘 为 零 时 , 称 之 为 
“ 开 玲 瑰 某 乘 方 所 列 的 方程 除 a, 常 为 负 值 以 外 ,方程 的 其 他 系数 的 正 负 已 不 
受 任何 限制 , 即 秦 九 韶 的 方法 适用 于 一 般 的 (有 正 根 ) 高 次 方程 . 他 称 这 种 方法 
为 “ 正 负 开 方 术 ”. 其 步骤 除 减 根 运 算 中 由 “ 增 乘 开 方法 ”的 减法 运算 变 为 这 里 的 
加 法 运算 外 ,其 他 步骤 和 “ 增 乘 开 方法 ”完全 一 致 ,整个 运算 步骤 已 是 彻底 的 随 
乘 随 加 过 程 ,和 现在 所 谓 的 鲁 菲 尼 一 霍 纳 算法 基本 是 一 致 的 ,是 “ 增 有 乘 开 方 法 ” 
在 一 般 方程 上 的 推广 和 发 展 . 


4.2.2 沙拉 夫 丁 '， 转 西 代数 方程 的 数值 解法 


代数 方程 的 数值 解法 在 方程 理论 研究 的 早期 通常 是 与 开 方 过 程 紧 密 地 联 
系 在 一 起 的 , 沙拉 夫 丁 ， 图 西 在 其 著作 中 虽然 给 出 了 方程 的 数值 解法 ,但 他 却 
未 提 及 最 简单 情形 z= 二 NC(n= 二 2,3,…) 的 解法 , 即 开 方法 . 在 他 看 来 ,这 对 于 当 
时 从 事 数学 研究 的 学 者 来 说 好 像 是 必 知 的 ,无 需 介绍 的 . 

现存 的 沙拉 夫 丁 ， 图 西 的 著作 是 其 原作 的 抄本 ,抄本 的 作者 删 掉 了 原作 中 
的 表格 ,并 对 文中 的 较 长 段落 进行 了 压缩 . DP 下 面 我 们 给 出 的 表格 是 拉 塞 得 (R. 
Rashed) 依 据 抄本 中 原 表格 的 附 文 重新 构造 的 . 沙拉 夫 丁 ， 图 西 给 出 的 二 次 方 
程 和 三 次 方程 的 数值 解法 如 下 : 

a. 二 次 方程 的 解法 

设 二 次 方程 为 十 az 二 NN，N 二 no。。，10” 十 mn。，10”!1 十 … 十 nm,k 为 a 的 


阶 . 沙拉 夫 丁 ， 图 西 依 常 数 项 与 一 次 项 系数 阶 的 关系 分 两 种 情形 讨论 : 
(I) [至 | 


CD | 至 [> 
其 中 | 合 | 为 至 的 整数 部 分 . 下 面 我 们 结合 沙拉 夫 丁 图 西 给 出 的 具体 例子 进行 
说 明 . 

CI) | 合 |<k. 开 平方 过 程 中 求 平方 根 的 第 二 位 数字 以 下 的 过 程 符合 这 


@ Adel Anbouba, Sharaf al-Din al-Tisi, Dictionary of Scientific Biography, Vol 1， 
1970, p. 514. 
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一 条 件 .事实 上 , 设 之 = N, 作 根 的 第 一 位 估计 , 设 为 x , 作 减 根 变换 z= 二 zt。10" 十 
y, 则 减 根 方程 为 


， 如 十 2z。，10"。y =N— zx? * 10%, 
该 方程 的 一 次 项 系数 2z!。 10" 的 阶 & 之 ,常数 项 N 一 z?。10” 的 阶 mr 夺 2n, 所 


以 [全 | <k. 沙拉 夫 丁 ， 图 西 给 出 了 方程 z* 十 578 442 一 2 123z 的 解法 . 设 
f(x) 二 一 x? 十 2 1237, 4a 二 2 123, N= 二 578 442, 则 如 下 表 ( 表 A )@， 


Xi (& 一 za ) 一 zi ) 


六 一 六 一 zi) 


(a—2z1— x2) 7 — f(x) 


. N=N— f(zritzs) (=Ni— fz)) 
(a—27x1— 272 一 并 3)Ts 

Qa 一 2zl 一 2zs 一 zs 

CQ 一 271 一 22z 

2 10 

(a—2x1— Zz) 。10 
(a—2x1)。10 
(a—2x1) .10? 
(一 ZL) 。10? 
a 。103 


明显 地 ,沙拉 夫 丁 。 图 西 的 计算 表格 分 为 三 个 部 分 , 即 (1) 根 的 部 分 ; 
(2) 减 根 变换 部 分 ;(3) 调整 变换 部 分 . 在 (1) 中 ,所 得 根 的 数字 的 位 置 移动 和 早 
期 库 斯 耶 尔 开平 方 中 的 相同 ,但 排列 方式 有 所 区 别 . 库 斯 耶 尔 将 所 得 数字 放 在 


@ R. Rashed, The Developmeni ，p. 156. 沙拉 夫 丁 。 图 西 以 语言 的 形式 给 出 了 右边 的 说 
明 ,R. Rashed 以 附 号 的 形式 表示 出 来 . 在 沙拉 夫 丁 。 图 西 的 著作 中 ,左边 的 表格 被 抄录 者 删 
除 , 这 里 是 R. Rashed 依据 右边 的 附 文 说 明 重 新 构造 的 . 后 面 的 表 B、 表 C 也 是 如 此 . 
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被 开 方 数 上 面 一 行 之 中 ,而 沙拉 夫 丁 ， 图 西 则 每 次 得 到 根 的 数字 后 连同 前 面 已 
得 数字 重新 放置 一 行 , 在 位 置 排列 上 与 5 世纪 中 国 算 书 《 张 皂 建 算 经 ?中 记载 的 
开平 方 . 开 立方 方式 相似 , 在 (2) 中 ,沙拉 夫 丁 .图 西 首先 估计 根 的 第 一 位 数字 
Zz1, 作 减 根 变 换 x 二 zi 十 y, 则 减 根 方程 为 
—y+(a—2z)y =N—(a—zi) zn. 
由 (zi 一 一 好 二 az 得 Ni=N 一 f(z1). 经 (3) 中 调整 变换 后 ,估计 根 的 第 二 
位 数字 x , 作 减 根 变换 y 二 xz: 十 z, 则 减 根 方程 为 
—z: 十 (a—2z1 一 27x)z =Ni—(a—2z—2r)zs=N Ca- ZI1)ZI 一 (Q 


2zl 一 Zaz ) Xa. 
由 

F(zi 十 zo) 一 一 (zi 十 Zoo)2 十 az 十 za) 一 (一 和) 十 (一 2z 一 za) 
得 N; 一 N 一 f(zi 十 zz). 以 下 的 计算 重复 上 面 的 步骤 . 这 里 ,沙拉 夫 丁 。 图 西 的 
排列 与 其 后 卡 西 的 开 高 次 方 名 的 排列 非常 相似 ,所 不 同 的 就 是 前 者 在 每 次 估 根 
位 置 均 放置 0 以 作 标 记 ( 稍 后 的 萨 马 瓦尔 也 采用 了 这 种 记 法 ) ,而 后 者 则 不 然 . 
(3) 中 的 减 根 变换 后 的 运算 和 调整 变换 过 程 与 早期 尤 克 里 迪 希 的 开平 方 , 库 斯 


耶 尔 、 纳 栈 维 (al-Nasawi) 等 的 开 方 过 程 中 的 完全 相同 . 因此 说 , 当 | 他 |<<t 时 ， 


沙拉 夫 丁 ， 图 西 二 次 方程 的 数值 解法 追随 于 早期 的 开 方 过 程 , 只 是 从 整体 上 看 ， 
他 将 每 次 计算 都 汇集 于 一 个 表 中 , 且 增 加 了 f(zi 十 zz 十 … 十 zx;) 行 的 排列 ,而 
早期 的 开 方 过 程 却 未 然 . @ 卡 西 的 开 方 过 程 除根 的 排列 与 沙拉 夫 丁 。 图 西 的 不 
同 之 外 ,其 他 几乎 完全 相同 . 


(DD [至 > 大 好 十 31z= 一 112 992, 设 f(x) 二 x 十 31z,a 二 31, 则 沙拉 夫 丁 ,图 
西 的 解法 过 程 如 下 ( 表 B) :@ ， 


DD Karine .Chemla; “ Similarities Between Chinese and Arabic Mathematical Writings: 
(CT)Root Extraction”, Arabic Sciences and Philosophy, Vol. 4,1994, pp. 254 一 257. 

©® J.L. Berggren, Episodes in the Medieval Islam ;Springer-Verlag,1986, pp. 53 一 63. 或 
P. Luckey, Die Ausziehung ,120,1948, pp. 238—241. 

@ 参见 前 一 节 内 容 . 

图 R. Rashed, The Development ,p. 154. 
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Ns=N—zi—(ai+2zi)z (=N~— f(zit Zz)) 


x3 

(a+2zi + 2 ) zs 

a 十 2x1 十 2 

(Ca 十 2zi 十 2zz) 。10 
(at2zx1) ..10 

(at+2zx1) 。 10? 

a .10? 

这 种 情形 与 ( 工 ) 的 过 程 虽 然 都 来 源 于 开 方法 ,具有 实质 的 相似 之 处 ,但 也 
存在 着 一 些 差别 . 从 表 的 排列 上 看 ,前 者 将 二 次 项 和 一 次 项 放置 于 一 行 之 中 作 
为 一 个 整体 , 即 方程 具有 形式 

(aa 一 2z "27 yy—=N— f(rit 二 zr), 
而 后 者 则 列 于 丙 行 分 别 计算 ， 即 方程 具有 形式 
十 (a 十 2zi 十 … -十 2zi)y 一 NC— fzit “十 了 i;). 


但 无 论 是 | 3 |>* 还 是 | 2 |<4 的 情形 ,沙拉 夫 丁 ， 图 西 的 解法 均 追 随 于 早期 


Wi 
， 三 次 方程 的 解法 
过关 Ti 十 a 十 asX 二 NN, 由 于 同时 涉及 一 次 项 、 二 次 项 系数 as ,al , 沙 
拉夫 丁 。 图 西 依 它们 的 阶 数 之 间 的 关系 ,分 为 三 种 情形 分 别论 述 . 若 记 和 为 N 
的 阶 数 ， k1 ,ks 分 别 为 CI19Q2 的 阶 数 , 即 


(I’) [全 ]<w,[ 冯 |< ks 


ca [ 引 < 和 < 全] 


CL | 全 |>h ,| 全 ]> 和 
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如 好 十 6z2z 十 3 000 000z 一 996 694 407, 设 f(z) 二 x 十 6x? 十 3 000 000zyali 一 
6,a: 一 3 000 000,N 二 996 694 407. 这 是 属于 类 型 (IT 的 方程 . 沙拉 夫 丁 。 图 西 


的 解法 过 程 如 下 ( 表 C): 


312 
3 
0 


6l9l4l4l0l7| N 


Ni=N— ns 了 az 一 N— f(z1) 


Zz2 


3| 二 十 2z: Bo + 二 0 +(z + )z:| Zz 


Ns=N— f(zxit zx) 

zx 

3| (#2+2z 于 aa 十 言 oz) +(z + ) z+ (z+ 
+ 

对 十 2z1 于 ci 十 二 @ 十 (二 十 羡 a zz 十 (二 十 于 
zs)zs+ (x1+ zt 3a ) zs 

zf 十 27 言 a 十 村 cz 十 (za 十 诗 @) zz 十 (十 言 aa 十 zajz 
[+2 言 ci 十 言 a 十 (mm 十 坷 ai)m 十 (mm 士 寺 ai 十 
zz)z zz | 。10 


ai 十 


1 + (x + ) zs| 。10 


TX1 ?二 2x1 译 ai 十 3 
30) 。10 


(好 十 2z 于 ci 十 3 
(和 3 ME 。103 
(m3 享 a 十 六 oj 。10? 


让 CI 。 104 + 3 . 10? 
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和 解 二 次 方程 的 过 程 相似 ,这 里 ,沙拉 夫 丁 。 图 西 也 将 其 表格 分 为 三 个 部 
分 . 他 将 方程 的 二 次 项 和 一 次 项 系数 放置 于 一 行 之 中 ,完成 部 分 运算 后 ,作为 一 
个 整体 独立 于 立方 项 参与 减法 运算 . 另外 ,明显 地 ,沙拉 夫 丁 。 图 西 表 中 排列 的 


一 ,二 次 项 并 非 完整 的 ,而 是 它们 的 地, 即 他 加 入 了 一 个 新 的 因子 记 , 并 在 减法 


运算 时 重新 引入 了 因子 3 . 事实 上 ,沙拉 夫 丁 ， 图 西 使 三 次 方程 具有 形式 
TT 十 3mz’ 十 3msX 二 NN， 

使 得 其 与 开 立 方 过 程 中 根 的 第 一 位 数字 计算 后 的 减 根 方程 形式 相同 . 其 他 两 种 

类 型 的 三 次 方程 ,沙拉 夫 丁 ， 图 西 的 计算 过 程 与 CI 相同 . 三 次 方程 计算 表格 

的 排列 ,都 采用 了 表 C 的 形式 ,几乎 完全 一 样 ,只 是 在 一 些 具 体 的 例子 中 ,表格 

的 调整 变换 部 分 略 有 区 别 . 如 方程 z’ 十 12x? 十 102x 二 34 345 395, 计 算 表 在 表 C 


的 基础 上 ,最 下 端 增加 了 三 行 , 即 ; 于 cx 10 和, 襄 s，10', 计 4 方程 一 30z? 一 


600z 一 29 792 331 , 表 的 最 下 端 则 增加 了 于 ca，104, 于 cz，10? 两 行 的 排列 , 沙 


拉夫 丁 ， 图 西 三 次 方程 的 解法 除 调整 变换 部 分 随 具体 例子 在 排列 上 与 二 次 方 
程 类 型 (于 ) 的 相应 部 分 稍 有 不 同 外 ,整个 计算 过 程 是 一 致 的 , 似 二 次 方程 解法 
的 推广 . 再 来 分 析 沙 拉夫 丁 。 图 西 分 类 讨论 的 原则 .类 型 (I ) ,如 妆 十 30 000z? 
十 20z 一 3 124 315 791 ,沙拉 夫 丁 。 图 西 以 常数 项 除 以 二 次 项 系数 来 估计 方程 
根 的 第 一 位 数字 . 他 写 道 ,“ 在 表 中 放置 平方 数 作为 除数 ,常数 为 被 除数 ,系数 开 
方 ,我们 得 到 它 的 阶 . ”0 类 型 (了 ,如 x 十 6x? 十 3 000 000z 一 996 694 407, 他 
则 以 常数 项 除 以 一 次 项 系数 来 估计 方程 根 的 第 一 位 数字 .类 型 (三 '), 如 xz’ 十 
12z2? 十 102z 一 34 345 395 ,他 寻找 适当 的 正 整数 zi ,使 得 z? 二 34, 且 (10? ， zz) 
十 12(10?。z1)? 十 102。10:。zi 世 34 345 395 确定 方程 根 的 第 一 位 数字 . 实质 
上 ,沙拉 夫 丁 ， 图 西 是 根据 确定 方程 根 的 第 一 位 数字 的 方式 将 三 次 方程 分 为 上 
面 三 类 的 . 二 次 方程 同样 如 此 . 另外 ,从 某 种 程度 上 讲 , 尽 管 不 是 很 明确 ,但 可 以 
看 出 ,沙拉 夫 丁 ， 图 西 二 ,三 次 方程 的 数值 解法 是 一 般 性 的 . 


4.2.3 阿拉 伯 算 法 与 中 国 算 法 的 比较 
两 者 的 不 同 点 : 
(1) 布 式 不 同 . 沙拉 夫 丁 ， 图 西 将 整个 过 程 汇集 于 一 表 , 略 去 了 大 量 的 重 


© R. Rashed, The Development ,p. 158. 
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复 部 分 . 中 国学 者 ,各 个 步骤 配合 以 不 同 的 图 式 , 整 个 过 程 是 各 个 图 式 的 组 合 . 
中 国学 者 的 布 式 较 沙 拉夫 丁 。 图 西 的 多 出 一 特殊 的 “ 隅 ” 行 ( 借 算 行 , 代 表 方 程 
的 首 项 系数 ), 且 “ 隅 ” 行 在 整个 过 程 中 参与 减 根 运 算 和 调整 变换 . 

(2) 分 类 不 同 , 沙拉 夫 丁 。 图 西 依 方 程 的 系数 的 阶 和 常数 项 的 阶 之 间 的 
关系 ,或 者 说 依 估计 方程 根 的 第 一 位 数字 的 方法 将 方程 分 为 不 同类 型 ,而 中 国 
学 者 则 依 方程 的 首 项 系数 的 正 负 、 绝 对 值 大 小 等 方程 的 其 他 特征 对 方程 进行 分 
类 . 

下 面具 体 分 析 沙 拉夫 丁 ， 图 西 和 刘 益 关于 二 次 方程 解法 的 异同 . 沙拉 夫 


丁 ， 图 西 将 二 次 方程 分 为 两 类 ,显然 ， 当 | 至 | 和 4 时 ， 特别 当 方程 的 首 项 系数 为 
负 时 ,他 的 计算 步骤 和 刘 益 的 “ 减 从 法 ”完全 相同 ,是 一 种 简单 的 随 乘 随 加 过 程 
(每 次 减 根 运算 伴随 一 减法 计算 ). 对 于 另 一 类 , 即 当 | 多 |># 时 , 设 方程 x? 十 ax 


二 NN 的 第 一 次 减 根 变 换 为 x 二 zi 十 y, 沙 拉夫 了 丁 ， 图 西 的 布 式 (未 给 出 首 项 系数 
的 排列 ) 为 
y 2 at2r) y=N a ， 
而 刘 益 正 系数 二 次 方程 的 布 式 则 为 
22 十 ay 十 2zly 一 入 一 夺 一 azl. 
对 于 三 次 方程 ,5 世纪 的 祖冲之 已 经 知道 其 解法 . 但 无 论 是 祖冲之 ,还 是 王 
孝 通 等 ,现存 的 文献 中 均 未 留 下 他 们 的 具体 求解 过 程 . 12 世纪 的 刘 益 对 于 高 于 
二 次 的 方程 则 在 贾 宪 “ 增 乘 开 方 法 ”的 基础 上 了 予以 解决 .特别 是 13 世纪 的 秦 九 
韶 . 李 冶 等 又 将 “ 增 乘 开 方法 ?发 展 为 一 般 方程 的 数值 解法 一 一 相当 于 西方 所 谓 
的 鲁 菲 尼 一 霍 纳 算法 . 由 前 面 的 分 析 可 以 看 出 ,沙拉 夫 丁 。 图 西 三 次 方程 的 数 
值 解法 虽然 也 是 一 种 随 乘 随 加 的 过 程 , 但 严格 地 说 来 并 非 鲁 非 尼 一 霍 纳 算法 . 
另外 ,沙拉 夫 丁 。 图 西 未 涉及 更 高 次 方程 的 数值 解法 . 
两 者 的 相同 点 : 
(1) 方法 的 一 般 性 . 沙拉 夫 丁 ， 图 西 的 方法 对 于 方程 的 系数 并 没有 限制 ,可 
以 为 正 ,也 可 以 为 负 , 适 用 于 一 般 的 二 .三 次 方程 ,中 国学 者 的 方法 也 是 如 此 , 即 
两 者 都 具有 一 般 性 . 


QD 刘 益 的 “ 减 从 法 “并 不 要 求 二 次 方程 满足 条 件 | 党 | < 


Ls» 


| 
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(2) 讨论 的 根 的 范围 相同 . 沙拉 夫 丁 . 图 西 和 中 国学 者 所 讨论 的 方程 都 是 
有 正 根 的 方程 ,上 且 求 得 的 都 是 方程 的 一 个 正 根 . @ 

总 之 ,从 两 种 解法 及 其 发 展 趋势 上 看 ,沙拉 夫 丁 。 图 西 代数 方程 的 数值 解 
法 和 中 国学 者 的 数值 解法 受到 各 自传 统 开 方法 的 启示 ,而 又 沿 着 不 同 的 途经 发 
展 . 前 者 ,与 其 早期 传统 开 方 法 虽 有 一 些 差别 ,但 整个 计算 程序 力求 与 早期 传统 
相 吻 合 .后 者 , 则 对 早期 传统 的 开 方术 作 了 进一步 推进 和 发 展 , 沿 着 一 条 趋 于 机 
械 化 .程序 化 的 徐 径 进展 . 从 两 者 关系 上 看 ,中国 开 方术 可 能 直接 地 或 通过 印度 
间接 地 影响 了 阿拉 伯 传 统 , 这 也 使 得 两 个 传统 的 代数 方程 的 数值 解法 呈现 出 某 
种 程度 的 相同 和 相似 . 沙拉 夫 丁 。 图 西 和 刘 益 是 同时 代 人 ,他 们 之 间 不 可 能 存 
在 直接 的 影响 关系 . 中 国 早期 的 方程 求解 是 隐 含 于 “ 开 方术 ”中 的 ,没有 独立 给 
出 具体 的 求解 方法 :有 晶 然 这 种 求解 也 具有 一般 性 ,但 从 现在 著作 中 所 出 规 的 例 
子 来 看 ,当时 的 人 们 似乎 将 方程 局 限于 系数 仅 为 正 的 情形 ,并 未 推广 到 一 般 系 
数 的 方程 .到 5 世纪 时 ,数学 家 们 将 这 种 方法 推广 到 系数 可 正 可 负 的 一 般 二 ,三 
次 方程 的 数值 解法 . 刘 益 之 前 的 中 国 的 方程 解法 未 留 下 具体 的 过 程 步骤 ,但 从 
开 方 法 的 发 展 看 ,中 国 的 方程 的 数值 解法 也 是 一 脉 相 承 的 . 中 国 早期 的 解法 是 
否 影 响 到 沙拉 夫 于 、 图 西 尚 待考 证 ,但 中 国 的 方程 的 数值 解法 和 沙拉 夫 丁 .图 
西 的 方程 的 数值 解法 分 别 与 各 自 早期 的 开 方法 密切 相关 这 是 毫 无 置疑 的 . 对 于 
沙拉 夫 丁 ， 图 西 二 ,三 次 方程 的 数值 解法 ;我 们 认为 , 极 可 能 是 在 早期 开 方法 的 
基础 上 建立 起 来 的 ; 即 沙 拉夫 丁 ，。 图 西 和 中 国学 者 各 自 独立 地 得 到 了 他 们 的 方 
法 . 
一 个 比较 值得 引起 注意 的 问题 是 ,中 国 贾 宪 将 开平 方 、 开 立方 推广 到 开 高 
次 方 的 “ 增 乘 开 方法 “之 后 不 长 的 时 期 ,学 者 们 即将 其 应 用 于 解 高 次 方程 ,到 13 
世纪 秦 九 韶 将 其 发 展 类 为 应 用 于 一 般 高 次 方程 的 完整 .系统 的 “ 正 负 开 方 术 ” 
( 鲁 菲 尼 一 堆 纳 算 潜 ); 而 阿拉 伯 学 者 至 迟到 萨 马 瓦 尔 的 时 代 已 有 了 成 熟 的 开 高 
次 法 (和 鲁 菲 尼 一 霍 纳 算法 ) , 且 同 时 代 的 沙拉 夫 丁 .图 西 也 已 将 早期 的 开平 方 、 
开 立 方 应 用 于 解数 值 方 程 ,但 终 未 出 现 高 次 方程 的 数值 解法 . 为 什么 中 国 实现 
了 由 开 高 次 方 到 解 高 次 数值 方程 的 突破 ,而 阿拉 伯 却 未 然 呢 ? 作 者 认为 有 以 下 
几 个 方面 的 原因 : (1) 方程 系数 正 负 的 认识 . 我 们 知道 ,对 于 x 二 NN, 开 高 次 方 


@ 沙拉 夫 丁 。 图 西 在 其 代数 学 著作 的 第 二 部 分 ,用 几何 的 方法 具体 地 讨论 了 三 次 方程 
的 ( 正 ) 根 和 方程 的 系数 之 间 的 精确 关系 ,这 样 ,从 整 卷 代数 学 著作 来 看 ,他 事实 上 给 出 了 三 
次 方程 的 所 有 ( 正 ) 根 . 
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时 , 设 第 一 次 议 根 为 zi , 减 根 变换 为 x 二 y 十 zx , 则 减 根 方程 为 


De 。，y" i* xi=N—x1. 

方程 的 系数 和 常数 项 CN 一 xz?) 均 为 正 , 且 以 后 各 次 减 根 变换 所 得 减 根 方程 的 系 
数 和 常数 项 亦 均 为 正 ,始终 保持 不 变 . 而 对 于 解 高 次 方程 情形 则 大 不 相同 . 设 
f(z) 二 arr "十 Qn-1w" 十 … 十 az 十 ao 若 f(x)==0 的 系数 a; (i 二 1,2,…,n) 均 
为 正 ,ao 为 负 , 求 解 过 程 中 ,变换 方程 的 系数 和 常数 项 的 符号 变化 情况 同 开 高 次 
方 . 若 方程 的 系数 a 出 现 负 值 时 , 则 随 着 减 根 变换 的 进行 , 减 根 方程 的 系数 和 常 
数 项 的 符号 可 能 发 生变 化 (如 前 面 我 们 给 出 的 秦 九 韶 解 四 次 方程 的 例子 ). 中 国 
学 者 把 系数 均 为 正 的 数字 三 次 方程 的 解法 推广 到 系数 可 正 可 负 的 三 次 方程 的 
解法 很 早 就 已 经 实现 (祖冲之 时 代 ). 在 以 后 的 漫长 历史 时 期 ,中 国学 者 对 于 负 
数 在 方程 求解 过 程 中 的 地 位 和 作用 已 逐渐 产生 清楚 的 认识 . 刘 益 称 减 根 变 换 后 
方程 常数 项 的 符号 变化 为 “ 翻 积 ”, 而 秦 九 韶 则 称 为 “ 换 骨 ”( 常 数 项 由 负 变 正 ). 
而 对 于 常数 项 负 得 更 多 的 变化 , 秦 九 韶 称 为 “投胎 ”, 目 的 在 于 指导 开 方 者 在 开 
方 过 程 中 不 要 因为 符号 的 变换 或 负 值 大 小 的 变化 而 有 所 顾虑 . 阿拉 伯 学 者 (如 
沙拉 夫 丁 ， 图 西 ) 在 解 方 程 的 过 程 中 可 能 已 经 认识 到 负数 的 地 位 ,但 相对 较 晚 ， 
认识 仍 不 够 深刻 ,这 是 最 主要 的 原因 之 一 . (2) 方程 根 的 估计 . 开 高 次 方 和 解 高 
次 方程 根 的 估计 是 有 差别 的 . 开 高 次 方 过 程 中 对 减 根 变换 方程 作 根 的 下 一 步 估 
计时 ,主要 依据 较 低 次 短 的 系数 ,而 解 高 次 方程 自 根 的 第 一 位 数字 的 估计 起 ,就 
是 依据 方程 各 项 的 综合 考查 而 定 , 并 非 简 单 地 靠 方程 的 某 一 些 项 . 中 国 历史 悠 
久 的 代数 方程 的 数值 解法 以 及 中 国 数学 长 于 算法 的 特点 ,使 得 中 国学 者 在 这 方 
面积 累 了 大 量 的 知识 ,这 是 其 他 国家 的 学 者 远 莫 能 比 的 (阿拉 伯 早 期 主要 倾向 
于 方程 的 精确 解法 ,只 是 到 较 晚 时 期 才 出 现 二 .三 次 方程 的 数值 解法 ). 另外 , 方 
程 的 布 列 问题 也 是 一 个 方面 . 高 次 方程 不 像 二 ,三 次 方程 那样 容易 布 列 ,中 国学 
者 (如 刘 益 . 秦 九 韶 等 ) 给 出 了 高 次 方程 的 系统 的 表示 方法 ,这 也 是 其 他 国家 的 
学 者 所 没有 做 到 的 . 综合 以 上 原因 ,中 国学 者 由 开平 方 . 开 立 方 推广 到 后 来 的 增 
乘 开 方 法 之 后 ,很 自然 地 就 实现 了 开 高 次 方 到 解 高 次 方程 的 过 渡 . 阿拉 伯 学 者 
虽然 给 出 了 开 高 次 方 的 方法 (相当 于 重 非 尼 一 埠 纳 算法 ) ,但 随 着 12 世纪 之 后 ， 
阿拉 伯 科 学 的 迅速 训 退 ,他 们 没 能 将 这 一 方法 发 展 推广 到 高 次 方程 . 
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早期 的 多 项 式 理论 和 二 项 式 定理 是 随 着 开 方 和 方程 的 求解 而 逐渐 产生 和 
发 展 的 ,并 反 过 来 应 用 于 开 方 和 方程 的 求解 之 中 . 印度 和 中 国 的 代数 学 (以 及 古 
希腊 的 几何 代数 ) 中 虽 也 涉及 多 项 式 运算 的 初等 知识 ,但 均 未 作为 独立 的 课题 
加 以 研究 . 阿拉 伯 学 者 则 首次 以 此 作为 专门 的 代数 计算 的 理论 做 了 较为 系统 、 
完整 的 研究 ,特别 是 凯 拉 吉 和 萨 马 瓦尔 的 工作 最 为 突出 . 虽然 他 们 的 论述 仅 限 
于 多 项 式 四 则 运算 的 一 些 基 本 知识 ,尚未 展开 更 深层 次 的 探讨 ,但 终究 是 把 多 
项 式 理论 作为 代数 学 中 一 个 独立 的 领域 进行 讨论 . 这 是 同时 期 其 他 国家 的 学 者 
所 没有 做 到 的 . 而 对 于 二 项 式 定理 ,或 者 说 系数 三 角形 的 描述 ,在 时 间 上 ,阿拉 
伯 和 中 国 几 乎 是 同时 的 . 本 章 分 两 部 分 分 别 讨论 了 阿拉 伯 的 多 项 式 理论 和 二 项 
式 定 理 . 


§5.1 中 世纪 阿拉 伯 的 多 项 式 理论 


代数 多 项 式 理论 最 初 是 伴随 着 数 的 四 则 运算 和 代数 方程 论 的 发 展 而 产生 
的 . 虽然 希腊 :印度 和 申 国 在 代数 方程 论 方面 都 取得 了 不 同 的 成 就 (特别 是 中 国 
古代 高 次 代数 方程 的 解法 ) ,印度 和 中 国 对 于 数 系 的 发 展 也 做 出 了 巨大 贡献 , 当 
然 在 方程 论 的 发 展 过 程 中 ,这 些 国家 的 学 者 也 不 可 避免 地 涉及 到 多 项 式 的 四 则 
运算 ,但 对 于 代数 多 项 式 理论 则 少 有 专门 的 论述 . 中 世纪 阿拉 伯 学 者 在 这 方面 
做 出 了 突出 贡献 ,成 为 代数 多 项 式 理论 研究 的 先驱 . 


5.1.1 多 项 式 理论 的 起 步 一 花 拉 子 米 、 阿布 ， 卡 米尔 的 工作 


花 拉 子 米 多 项 式 理论 方面 的 工作 是 多 项 式 理论 研究 的 较 早 尝试 之 一 . 他 的 
研究 仅 涉 及 单项 式 和 二 项 式 的 最 基本 运算 :加 法 、 减 法 和 乘法 . 在 其 著作 《代数 
学 《aLjabr w'al Muqabala) 中 论述 了 数 与 数 的 乘法 规则 之 后 ,他 接着 写 道 :“ 当 
未 知 量 加 上 数 ,或 未 知 量 减 去 数 ,或 数 减 去 未 知 量 时 ,我 已 经 解释 的 运算 规则 
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(这 里 指数 与 数 的 乘法 运算 规则 ) 可 以 适用 于 未 知 量 的 乘法 运算 . ”了 例如 ,十 
10 乘 以 x 十 10, 他 这 样 写 道 :“10 乘 10 得 100,10 乘 “ 东 西 ' 得 10 个 “东西 '; 再 
次 ,10 乘 东 西 ' 得 10 个 “东西 ', ‘东西 ' 乘 “东西 为 :平方 ,所 以 总 和 为 100 个 
迪 拉 姆 .20 个 “东西 和 1 个 ‘平方 '. "另外 ,他 还 给 出 = 乘 z,z 一 10 乘 以 z 一 10， 
10 一 z 乘 以 10 一 z,10 一 zx 乘 以 10+z 以 及 10+z 滋 以 < 一 10 等 具体 例子 .如 
果 写 成 一 般 形式 , 花 拉 子 米 相当 于 给 出 了 运算 规则 ， 

(1) (aztp) (bzr+tq)=abz’:+tagztbpzrt+ pq; 

(2) (p 土 az) (gbx)= pgtagz 二 pbx—abz’. 

其 中 a,5,p,q 为 有 理 数 . 
此 外 ;他 还 给 出 规则 ; 
| 。VZz 一 Vazz(a 为 正 有 理 数 ). 

对 了 多项式 的 这 些 最 基本 运 运算, 希腊、 印度 和 中 国学 者 在 解 方程 的 过 程 中 
已 经 用 到 ,但 却 少 有 把 它们 作为 专题 加 以 论述 . 花 拉 子 米 的 这 些 规则 是 其 后继 
者 们 进一步 发 展 的 基础 之 一 . 

继 花 拉 子 米 之 后 ,阿拉 伯 学 者 阿布 。 卡 米尔 (Aba Kamil, 活跃 在 8 世纪 末 
9 世纪 初 ) 也 在 多 项 式 方面 做 了 一 些 工作 ,主要 体现 在 他 的 著作 《代数 学 》CKitab 
fi al-jabr rc mugubala) 中 . 卡 米尔 《代数 学 ) 实 际 上 是 花 拉 子 米 《代数 学 的 
一 个 评注 ,其 中 很 多 内 容 与 后 者 相同 ,然而 也 有 超出 后 者 内 容 之 处 . 在 阿拉 伯 国 
家 ,他 首次 使 用 了 指数 大 于 2 的 寡 , 如 称 x 为 “平方 一 平方 一 根 ”、x 为 立方 一 
立方 ”za 为 “平方 一 平方 一 平方 一 平方 ”等 . 说 明 卡 米尔 已 认识 到 同 底 的 两 个 多 
项 式 相 乘 , 底 不 变 ,而 守 指 数 相 加 . 其 次 ,在 方程 中 使 用 了 无 理 系 数 ,给 出 无 理 数 
的 四 则 运算 规则 ， . 

(1) VE 士 5 一 Va 十 5 士 2V25; 

(Cj) Va * Wo= Vab; 

~ Va_fa 

《所 >》 ya 

并 对 这 些 进行 了 证 明 . 例如 对 于 规则 (1), 卡 米尔 写 道 : “如果 和 人们 希望 一 个 数 


© Algebra of Mohammed ben Musa, Edited and translated by F. Rosen, London, 1831, 
p. 23, i 
© Algebra of al-Khowarizimi, pp. 95 一 97. 
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的 根 加 上 另 一 个 数 的 根 使 得 它们 的 和 是 一 个 平方 的 根 对 所 有 的 数 都 成 立 , 那 是 
不 可 能 的 . 但 当 两 个 数 都 是 平方 ,也 就 是 它们 都 有 根 时 ,或 者 在 这 两 个 数 中 ,用 
一 个 数 除 以 另 一 个 数 , 有 一 个 商 有 根 , 并 且 一 个 数 乘 以 另 一 个 数 , 它 们 的 乘积 是 
一 个 有 根 的 平方 时 ,这 种 情况 是 可 能 的 . 其 他 的 情形 都 是 不 可 能 的 . 两 个 数 相 减 
也 是 如 此 . ”他 给 出 了 9 和 4 两 个 数 的 例子 ,也 就 是 V9 十 V4 二 V9 十 4 十 2V9。4 


=V25 二 5. 紧 接着 卡 米尔 用 这 个 例子 证 明了 他 的 规则 , 他 的 证 明 如 下 : 
作 线段 AB 作为 9 的 恨 , 线 段 AG 作为 4 的 根 , 如 图 5-1. 


我 们 希望 知道 GB 是 某 一 个 数 的 根 . 以 GB 为 边 构造 正方 形 GBZC , 则 线段 
GB 是 GBZC 的 根 . 以 线段 AB ,为 边 构 造 正方 形 ABLK, 延长 AK 交 CZ 于 点 
互 , 延 长 工 多 交 CG 于 点 五 .因为 AB 是 9 的 根 , 所 以 正方 形 ABLK 的 面积 是 9; 
AG 是 4 的 根 , 所 以 正方 形 EKHC 的 面积 是 4. AG 等 于 EK. 因为 长 方形 
AKEG 的 面积 是 9 的 根 AB 和 4 的 根 AG 的 乘积 ,所 以 为 6. 长 方形 KLZ 的 
面积 也 是 6. 正方 形 GBZC 的 面积 为 25 ,线段 GB 是 它 的 根 ,为 5. 这 就 是 我 们 想 
要 证 明 的 结论 . 可 以 看 出 , 卡 米尔 的 无 理 数 的 四 则 运算 规则 是 对 于 完全 平方 数 
而 言 的 ,他 的 几何 证 明 与 中 国 古 代 的 “出 入 相 补 原理 ”极为 相似 ,这 也 是 值得 我 
们 进一步 研究 的 一 个 问题 .另外 , 卡 米 尔 还 总 结 了 乘法 运算 的 符号 规则 : 

(十 a) (十 人 一 ap (一 Ca) (一 56)==ab;( 一 a)( 十 0) 二 一 ab. 
重新 给 出 花 拉 子 米 的 二 项 式 运算 规则 (1) 和 (2), 并 基于 乘法 交换 律 . 乘 法 对 加 
法 的 分 配 律 以 及 符号 规则 给 出 了 (1) 和 (2) 的 详细 代数 证 明 , 另 外 还 给 出 其 几何 
证 明 . 总 之 , 卡 米尔 的 工作 较 花 拉 子 米 更 为 全 面 . 抽 象 ， 


57 了 


| 阿拉 伯 数 学 的 兴 胡 


[a 


5. 1.2 多 项 式 理论 的 发 展 一 一 凯 拉 吉 的 工作 


凯 拉 吉 的 生平 我 们 知之 甚 少 ,就 连 他 的 名 字 4 凯 拉 吉 ”也 是 数学 史家 F. 沃 
克 (F. Woepcke) 等 在 翻译 资料 时 引入 的 . 但 有 资料 开胃 公元 1000 年 左右 , 凯 拉 - 
吉 在 巴格达 工作 ,10 世纪 初 他 将 一 部 关于 代数 学 的 著作 呈献 给 当时 的 维 齐 尔 阿 
尔 ， 穆 克 . 凯 拉 表 是 一 位 兴趣 广泛 的 学 者 ,在 他 的 手稿 中 不 仅 有 关于 算术 .代数 
学 .不 定 分 析 和 天 文学 方面 的 论文 ,而 且 还 有 关于 地 下 水 的 勤 测 和 寻找 等 方面 
的 论文 . 对 于 凯 拉 吉 在 代数 学 方面 的 成 就 ,数学 史家 F. 沃克 指出 “目前 , 据 我 
们 所 知 ,在 阿拉 伯 人 中 , 凯 拉 吉 首先 提出 了 更 完全 或 更 确切 的 代数 计算 的 唯一 
理论 . "@ 凯 拉 吉 阅读 了 竺 番 图 的 著作 《算术 》(Arithrmetica) ,按照 花 拉 子 米 等 阿 
拉 伯 学 者 的 代数 概念 ,使 用 全 新 的 方法 说 明了 代数 计算 理论 ,给 出 了 多 项 式 代 
数 的 第 一 个 系统 阐述 . 据 目前 尚 存 的 凯 拉 吉 手 稿 和 12 世纪 阿拉 伯 学 者 萨 马 瓦 
尔 的 记述 ,我 们 知道 ,他 写 了 两 部 著作 :一 部 是 关于 实用 计算 .计算 几何 和 代数 
问题 的 《综合 算术 》Cal-Badi) ,一 部 是 论述 代数 的 《发 赫 里 )CakFakhri, 约 公元 
1010 年 ). 对 于 多 项 式 的 论述 主要 集中 于 后 者 . 论述 主要 分 为 三 个 部 分 :第 一 部 
分 首先 给 出 了 代数 指数 的 系统 研究 ;第 二 部 分 是 算术 在 代数 表达 式 上 的 应 用 ，; 
最 后 是 多 项 式 代数 的 一 些 说 明 , 对 于 代数 指数 的 研究 ,他 讨论 了 两 个 序列 z,z?， 


(b) 一 二 : 一 一 一 二 ， 7 一 1,2,3，…; 
Zz 


(Cc) 工 。 mn nsm=1,2,3,°, 
TT 


1 zx” 


(d) 一 2T 一 一 1771 一]，2，3，…. 
zx 区 


由 卡 述 规则 可 知 , 饥 拉 吉 推 广 了 卡 米尔 的 睡 指数 相 加 规则 , 即 由 卡 米尔 的 
简单 宕 指数 相 加 推广 到 等 指数 为 任意 自然 数 的 情形 : Yn,mEN,zx”，zx”= 


© R，Rashed，aLKarajii ，Dictiomary of Scientific Biography, New York Scribners, 
1970,p. 241. 


tss 


第 五 章 
-@ 阿拉 伯 的 多 项 式 理论 和 二 项 式 定理 


zi" ,并 建立 了 系统 CN, 十 ) 和 (| = 二 snEN],z) 之 下 
第 二 部 分 , 凯 拉 吉首 先 考虑 将 其 上 述 规 则 应 用 于 单项 式 的 情形 ,证 明 了 乘法 和 
算 的 下 列 规则 ， 


从 RC 


一 CC 一 


C CC 


人 “ad bd: 
其 中 a,6,c,d 为 单项 式 , 然后 进一步 考虑 多 项 式 的 情形 ,并 给 出 了 多 项 式 乘 法 
的 一 般 规 则 . 凯 拉 吉 虽 未 明确 给 出 运算 的 符号 规则 ,但 从 他 著作 中 运算 来 看 , 明 
显 地 已 经 清楚 他 的 前 辈 们 所 使 用 的 符号 规则 , 另外 ,他 也 知道 了 符号 规则 ;a 一 
(一 二 a 十 b,a,b 为 正 数 ,并 体现 于 他 的 运算 中 . 对 于 除法 运算 ,他 仅 考虑 了 单 
项 式 和 单项 式 以 及 多 项 式 和 单项 式 相 除 的 情形 ,而 没有 给 出 多 项 式 除法 的 一 般 
规则 ,因为 这 需要 符号 规则 :一 4 一 (一 5) = 一 (a 一 5b). 饥 拉 吉 没有 发 现 这 一 规 
则 ,从 而 也 使 得 他 对 多 项 式 的 开平 方 只 能 考虑 正 系 数 的 情形 . 对 于 正 系数 多 项 
式 的 开平 方 ,他 以 多 项 式 的 标准 形式 为 基础 给 出 了 有 效 的 一 般 方法 . 下 以 多 项 
式 
ZX? 二 2X1X2 十 (Zz2 十 2z1z3) 十 2z2xs 十 3 (5-1-1) 
为 例 说 明 凯 拉 吉 获得 开平 方法 的 过 程 . 
饥 拉 吉首 先 考 虑 多 项 式 (zi 十 zz 十 xa), 以 二 项 式 定理 为 基础 将 其 展开 ,得 
到 多 项 式 (5-1-1). 这 是 凯 拉 吾 不 同 于 他 的 前 辈 们 的 独到 之 处 ,也 是 他 的 多 项 式 
开 方 法 的 基础 , 凯 拉 表 寻求 上 述 多 项 式 的 根 ,并 给 出 了 两 种 方法 ;第 一 种 , 取 该 
多 项 式 两 个 端 项 的 根 的 和 ( V 如 十 V 如 一 zi 十 x;) ,加 上 第 二 项 除 以 两 倍 的 第 一 
2z172 2zzza 小 


机 要 的 商 (2 ,/ 蘑 一 ” ) 或 加 上 第 四 而 除 以 两 信 的 最 后 顶 根 的 商 (2 


为 多 项 式 (5-1-1) 的 根 (zi 十 zs 十 zx，); 第 二 种 ,第 三 项 减 去 2 倍 的 第 一 项 和 最 后 
项 的 乘积 (好 十 2zizs 一 2 Vx? Vz 二 xz), 然 后 取 余 数 的 根 与 两 个 端 项 根 的 和 
(VC 二 VTi 十 VI 二 Xxi 十 zz 十 Tz). 饥 拉 吉 的 方法 并 不 仅 限于 一 些 特 殊 的 例 
子 , 而 是 一 种 一 般 的 方法 , 第 三 部 分 , 凯 拉 吉 进一步 提出 了 “加 , 减 . 乘 . 除 和 开 方 
运算 怎样 才能 应 用 于 无 理 代数 量 ” 的 问题 它 是 凯 拉 吉 整 个 研究 过 程 中 的 一 个 
重要 阶段 ,也 是 代数 运算 扩张 中 的 一 个 重要 阶段 . 他 定义 了 “不 可 通 约 量 和 无 理 


© R. Rashed, ar-Karaji, p.241. 


59 -了 


隔 拉 伯 数 学 的 兴 歌 


【a 


量 ”, 这 两 个 概念 和 欧 几 里 得 (几何 原本 》 中 的 定义 实质 上 是 一 致 的 . 实际 上 ,和希 
腊 的 几何 代数 仍 是 凯 拉 吉 代数 扩张 的 基础 . 凯 拉 吉 在 其 著作 《综合 算术 》 中 讨论 
了 无 理 单项 式 的 四 则 运算 以 及 一 些 简单 多 项 式 的 四 则 运算 , 他 的 这 一 工作 ,如 
果 从 纯 理 论 的 角度 考虑 ,具有 重要 意义 . 它 极 大 地 丰富 了 实数 代数 结构 知识 ， 
代数 结构 从 有 理 量 到 无 理 量 的 扩张 做 了 最 初 的 尝试 . 然而 ,一 方面 ,由 于 当时 基 
本 的 符号 运算 规则 还 没有 完全 建立 起 来 , 另 一 方面 ,尽管 人 们 基于 几何 代数 的 
基础 上 有 了 无 理 基 的 概念 (并 非 现 代 意义 下 数学 基础 中 的 无 理 量 概念 ) ,但 没有 
建立 起 实数 域 的 概念 .因此 , 凯 拉 吉 的 论述 只 能 是 浅显 的 .最 基本 的 ,不 可 能 在 
更 深 的 层次 上 进行 思考 . 


5.1.3 多 项 式 理论 的 进一步 发 展 一 一 萨 马 巨 余 的 工作 


萨 马 瓦 尔 是 继 凯 拉 吉 之 后 又 一 位 对 多 项 式 代数 做 出 卓越 贡献 的 阿拉 伯 数 
学 家 . 萨 马 瓦尔 的 主要 贡献 在 代数 方面 19 岁 完成 的 著作 《 眩 感 )(al-Bahir ) 成 
功 地 发 展 了 他 的 前 辈 , 特 别 是 凯 拉 吉 的 代数 成 就 .《 眩 感 ) 分 为 四 个 部 分 :第 一 部 
分 论述 了 一 个 未 知 量 的 有 理 系数 多 项 式 的 运算 ;第 二 部 分 主要 处 理 了 二 次 方 
程 .不 定 分 析 与 求 和 法 ;第 三 部 分 讨论 了 无 理 量 ;第 四 部 分 是 代数 规则 的 应 用 . 
对 于 代数 多 项 式 的 论述 主要 集中 在 第 一 部 分 . 这 里 ,他 首次 研究 了 相反 数 , 给 出 
了 减法 规则 : 

“如 果 我 们 从 零 军 中 减 去 一 个 正 数 (0， x" 一 ax") , 则 得 到 一 个 相同 的 负数 
(一 az") ;如 果 从 零 宥 中 减 去 这 个 负数 [0。 xz" 一 (一 ax")], 则 得 到 一 个 相同 的 正 
数 (azx"), 如 果 从 一 个 负数 中 减 去 一 个 正 数 , 则 余数 为 它们 的 负 和 [( 一 ax”) 一 
bx" 二 一 (a 十 b)zx"]; 如 果 从 一 个 更 大 的 负数 中 减 去 一 个 负数 ,结果 是 它们 的 负 
差 [一 az” 一 (一 bz”) 一 一 (a 一 5)z",a>>5 之 0]; 如 果 被 减 数 小 于 减 数 ,结果 为 它们 
的 正 差 [ 一 ax" 一 (一 bz”) 二 (b 一 a)zx",0<a<bj.”® 

。 萨 马 瓦尔 的 这 一 减法 规则 在 其 多 项 式 除法 和 多 项 式 的 开 方 运算 的 研究 中 
起 了 十 分 重要 的 作用 ,是 他 关于 负 系 数 多 项 式 运算 的 研究 获得 成 功 的 一 个 重要 
环节 . 为 了 使 得 含有 一 个 未 知 量 的 单项 式 的 乘除 法 运算 简洁 明了 和 便于 理解 ， 


@ 这 里 指 系数 绝对 值 更 大 . 
@ Adel Anbouba, al-Samawal, Dictionary of Scientific Biography, New York 
Scribners, 1970, p. 92. 
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他 首先 按 单项 式 次 数 的 升降 设计 了 一 张 表 : 


对 于 两 个 单项 式 的 乘法 、 除 法 运算 ,利用 它们 的 宕 次 在 表 中 位 置 即 可 确定 
运算 结果 . 如 x*。 总 ,在 表 中 z 从 单位 1 开始 是 左边 第 6 位 ,十 是 右边 第 3 


位 ,那么 两 项 相 除 的 结果 即 为 从 左边 第 6 位 向 右 数 3 位 (6 一 3 三 3), 即 x. 再 如 
ZX。z? ,在 表 中 ,x ,x? 分 别 是 左边 第 4 位 和 第 3 位 ,那么 结果 为 从 左边 第 4 位 
向 左 数 3 位 (4 十 3 一 1 一 6) ,或 从 左边 第 3 位 向 左 数 4 位 (3 十 4 一 1 一 6), 即 xz’. 一 
般 地 ,对 于 z"。zx"(m,n 为 整数 ), 则 乘 , 除 法 运算 的 结果 的 位 数 计算 公式 为 

t= 二 |m 十 n| 一 1, 当 m*，n 之 0 时; 

t 二 |m 一 n|, 当 mm。 nn 过 0 时 . 

利用 此 表 和 上 面 的 规则 , 萨 马 瓦 尔 给 出 了 多 项 式 的 乘法 运算 以 及 多 项 式 与 
单项 式 的 除法 运算 方法 . 其 实 , 萨 马 瓦 尔 的 主要 成 就 在 于 多 项 式 的 除法 和 开 方 
运算 上 . 他 之 所 以 能 够 获得 成 功 ,一 方面 ,大 量 吸 收 了 前 人 的 研究 成 果 , 另 一 方 
面 与 他 的 卓越 才能 是 分 不 开 的 . 他 给 出 了 减法 规则 ,并 认识 到 凯 拉 吉 由 于 缺乏 
表达 符号 而 带 来 的 困难 ,为 此 ,他 设计 了 一 种 多 项 式 表 示 的 简单 方法 ,将 多 项 式 
按 降 短 形 式 每 一 项 都 在 表 中 设置 一 个 位 置 ,而 整个 多 项 式 则 由 其 系数 表示 出 


来 .如 ,对 于 3z' 十 5z' 十 18z 十 6 十 本 十 二 , 则 可 表示 为 


1 1 
x z 并 并 1 一 -> 
工 工 


3 5 0 18 6 21 12 


从 而 解决 了 复杂 计算 中 各 个 过 程 难以 记忆 的 困难 . 

萨 马 瓦尔 的 这 种 表示 方法 与 中 国学 者 对 于 方程 式 的 表示 方法 有 些 相似 ,都 
是 在 表 中 为 表达 式 各 项 设置 一 个 位 置 ,由 表达 式 各 项 系数 表示 整个 表达 式 . 但 
由 于 两 者 的 最 终 目 的 不 同 , 表 的 放置 方式 亦 有 所 差别 . 萨 马 瓦尔 给 出 的 表 是 按 
多 项 式 次 数 的 横 式 排列 ,中 国学 者 给 出 了 多 项 式 的 竖 式 排列 . 设 一 般 多 项 式 方 
程 为 F(z)=az" 十 az 十 … 十 az 十 ao(as<<0)， 中 国学 者 秦 万 韶 用 实 wa,、 
方 a,-1、 上 廉 4a,-;、 二 廉 a,-;、…、 下 廉 al、 隅 o, 依 升 寡 形 式 给 出 表达 式 的 竖 式 


61 -了 


阿拉 伯 数 学 的 兴 囊 


排列 . 发 端 于 12 世纪 的 中 国 天 元 术 则 依次 使 用 …、 低 .下 、 地 、 太 、 天 、 上 .高 … 
分 别 表示 …、z?、z? .zc.z-!、z-!、z-，、…, 按 降 备 给 出 了 多 项 式 的 竖 式 排列 . 0 

这 里 ,我 们 以 萨 马 瓦尔 4 孩 感 ) 中 的 例子 为 例 ,用 现代 符号 来 说 明 他 的 多 项 
式 除法 的 过 程 . 如 


20z6 十 2z5 十 58z4 十 75z3 十 125z2 十 96z 十 94 十 140z-1 十 50z-2 十 90z73 十 20z- 
2z3? 十 5z 十 5 十 10z71 ， 


他 将 被 除数 按 上 面 形式 写 在 xz 寡 次 下 的 第 二 行 , 而 留 第 一 行为 商 的 位 置 , 将 除 
数 写 在 被 除数 下 面 ,整个 过 程 如 下 表 ， 


从 而 得 到 两 多 项 式 相 除 的 商 式 为 
10z3 十 zz 十 4z 十 10 十 8z 2 十 2z 3 


萨 马 瓦尔 用 同样 的 方法 求 出 了 多 项 式 20 必 十 30z 除 以 6z! 十 12 的 商 


@ 最 初 的 天 元 术 “ 天 ”在 “ 太 ” 之 上 ,“ 地 ”在 “ 太 ” 之 下 ,到 了 李 冶 的 时 代 , 人 们 则 采用 了 相 
反 的 记 法 , 即 文中 给 的 记 法 . 具体 参见 :《 中国 数学 简 史 》, 山 东 教 育 出 版 社 ,1986, 第 309 页 . 
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和 

萨 马 瓦尔 的 多 项 式 除法 和 现在 我 们 使 用 的 长 除法 有 一 定 的 相似 之 处 ,二 者 
的 思想 方法 是 相同 的 . 所 不 同 的 是 萨 马 瓦尔 的 除法 过 程 中 除数 的 位 置 代替 了 现 
代 长 除法 中 除数 和 商 数 乘积 的 位 置 ,他 只 以 多 项 式 系数 来 表示 多 项 式 , 除 式 和 
被 除 式 中 的 未 知 量 均 被 设置 在 固定 位 置 上 ,从 而 省 掉 了 相 除 过 程 中 未 知 量 书写 
的 多 次 重复 ,使 用 比较 方便 ,不 失 为 一 种 较 好 的 方法 . 然而 ,这 不 能 完全 归功 于 
艾 马 瓦尔 ,他 的 很 多 思想 来 源 于 凯 拉 吉 . 他 充分 了 解 凯 拉 吉 的 工作 ,并 对 其 进行 
了 发 展 . 凯 拉 吉 已 经 给 出 单项 式 和 单项 式 以 及 多 项 式 和 单项 式 除法 的 规则 , 萨 
马 瓦 尔 在 此 基础 上 进一步 考虑 多 项 趟 之 间 的 除法 , 即 他 进一步 将 除法 运算 推广 


到 整个 多 项 式 环 | Qtz),Q( 二 ) ] 上 ,从 而 给 出 上 述 的 一 般 方法 . 不 仅 如 此 ,他 还 
给 出 负 系 数 多 项 式 的 开 方 ( 凯 拉 吉 仅 考虑 了 正 系数 的 情况 ) 规 则 . 他 考虑 了 多 项 


式 @ 
25ze 十 9zt 十 84z2 十 64 十 -时 十 玫 一 30z 一 40 忆 一 116z 一 全 一 中 (5-1-2) 


、 的 开平 方 根 问题 . 设 多 项 式 (5-1-2) 为 f(z), 萨 马 瓦 尔 将 它 变形 为 
(zz) 一 25zs 十 (10zs 一 3z2)( 一 3z2) 十 (10z3 一 6z2 一 4)( 一 4 


3 T+5 。 工 一 6 
3 I 


! 
| 
: 
| 
: 


十 (oz 一 局 一 8 一 过) (S)+ (lo 一 6z 一 8+ 芝 一 二) (去 )， 


继而 得 到 oe 
f(z)= (sz 3x 一 4 二 上 一 马 ) ， 
凯 拉 吉 已 将 多 项 式 gzZi ?人 2 3 ) 一 〔(2Z1 十 Za 十 Za )? 展开 为 标准 形式 (5-1-1) 式 ， 
它 可 适当 变形 为 
g (Xi ‘3) Xi 27x1 十 Za ) rt (2x1 27 十 zs ) 工 3. 

这 与 萨 马 瓦尔 的 多 项 式 f(x) 变形 后 的 形式 是 相同 的 . 由 萨 马 瓦尔 给 出 的 上 述 
变形 过 程 可 知 , 他 已 对 凯 拉 吉 的 三 项 式 展开 作 了 进一步 推广 , 即 

G(x » Ta Tn) (Ti 十 zz 十 十 了 

一 好 十 (2z 十 Za ) ro 十 … 十 (2zi 十 2z 十 … 十 2z， 十 ,Dn. 


© R. Rashed, The Development of Arabic Mathematics: Between Arithmetic and 
Algebra, Translated by A. F. W. Armstrong, Kluwer Academic Publishers, 1994,p. 38. 
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这 正 是 他 有 理 系数 多 项 式 开平 方 的 基本 思想 . 

可 以 看 出 ,无 论 是 凯 拉 吉 的 还 是 萨 马 瓦尔 的 代数 多 项 式 的 开 方 法 ,二 项 式 
定理 及 其 推广 形式 都 是 思想 基础 .设法 将 多 项 式 写 成 完全 平方 形式 是 他 们 的 目 
标 , 这 种 思想 也 许可 以 轧 少 到 很 早 的 二 次 方程 的 配方 法 . 事实 上 ,他 们 正 是 利用 
上 述 多 项 式 的 开 方 法 解决 子 某 些 特殊 方程 的 求解 问题 . 

总 的 来 说 ,阿拉 从 学 者 的 多 项 式 理论 仅 涉及 到 多 项 式 的 一 些 基 本 运算 , 即 
如 ` 减 : 乘 : 除 和 并 方 ,是 该 理论 中 的 一 些 最 基本 的 知识 . 他 们 没有 给 出 系统 完整 
的 这 一 领域 所 必须 的 基本 概念 ,也 没有 在 更 高 的 层次 上 进一步 深入 研究 . 当然 ， 
当时 有 诸多 条 件 限 制 . 首先 ,虽然 人 们 已 经 接受 无 理 量 ,但 它 并 非 现代 意义 下 的 
无 理 量 ,实数 域 的 概念 尚未 完全 建立 起 来 ;其 次 ,虽然 学 者 们 对 代数 结构 中 代数 
运算 由 有 理 量 到 无 理 量 的 扩张 作 了 一 些 尝试 ,但 仍 未 摆脱 希腊 几何 代数 的 柬 
缚 ;另外 ,符号 的 缺乏 也 为 阿拉 伯 学 者 的 研究 带 来 了 极 大 的 困难 ;等 等 . 考虑 到 
这 些 因素 ,我 们 说 阿拉 伯 学 者 在 这 一 领域 的 成 就 是 突出 的 . 从 比较 的 角度 分 析 ， 
虽然 希腊 的 几何 代数 .印度 以 及 中 国 的 代数 学 中 也 涉及 一 些 多 项 式 理 论 的 最 基 
本 东西 ,但 均 未 作为 一 个 专门 的 课题 加 以 研究 . 阿拉 伯 学 者 则 不 同 , 他 们 不 但 对 
其 进行 了 专门 的 论述 , 而 且 所 取得 的 成 就 已 远 远 超出 同时 期 或 之 前 的 其 他 国 
家 . 总 之 ,在 多 项 式 理论 方面 ,阿拉 伯 学 者 走 在 同时 期 或 之 前 的 其 他 国家 的 前 
面 ,是 现代 多 项 式 理论 的 先驱 者 . 


§5.2 二 项 式 定理 的 比较 研究 


二 项 式 定理 的 早期 发 展 与 方程 的 求解 和 开 高 次 方 根 有 着 密切 的 联系 ,是 随 
着 方程 理论 和 开 高 次 方 根 的 发 展 而 逐渐 建立 并 进一步 得 到 发 展 的 , 古代 数学 家 
们 建立 发展 了 二 项 式 定理 ,并 将 它 应 用 于 数学 的 多 个 方面 ,如 方程 理论 、 开 高 
次 方 根 ,多 项 式 理论 以 及 级 数理 论 等 许多 领域 ,从 而 使 得 二 项 式 定理 更 加 完善 . 
本 节 着 重 考查 二 项 式 定理 在 阿拉 伯 国 家 不 同时 代 的 发 展 ,特别 是 二 项 式 展 开 或 
帕斯卡 三 角 在 开 方 和 方程 理论 中 的 作用 ,比较 不 同时 代 帕 斯 卡 三 角 的 发 生 和 存 
在 形式 . 另外 也 将 其 与 同时 代 的 中 国 和 印度 的 情况 作 了 比较 ,以 便 探讨 阿拉 伯 
学 者 这 一 成 就 的 思想 源泉 . 同时 还 叙述 了 它 在 欧洲 及 其 他 地 区 的 发 展 情况 . 
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5.2.1 二 项 式 定 理 的 早期 形式 


正 整 数 客 的 二 项 式 展 开 形 式 为 
(ca 十 7" 一 Ca 十 Clar ib 二 十 Cr 1lab"! 十 Cab"， 
其 中 C 为 从 2 个 元 素 中 每 次 取出 上 (县委 四 个 元 素 的 组 合 数 , 称 为 二 项 式 系 
数 . 最 简单 的 形式 即 为 n=2 的 情形 ,也 就 是 
(c 十 D)2 一 0 十 2c0 十 好 ， 

它 早 为 人 们 所 熟知 , 实际 上 ,古巴 比 伦 . 古 希腊 .印度 以 及 古代 中 国 的 方程 理论 
中 都 有 这 种 简单 形式 的 二 项 式 展 开 的 应 用 . 古代 二 次 方程 的 解法 一 一 配方 法 就 
是 二 项 式 展 开 2 一 2 时 的 具体 应 用 ,后 又 被 阿拉 伯 学 者 所 接受 . 另外 ,中 国 早 期 
的 “ 开 方 术 ” 还 利用 了 n==3 的 情形 .《 九 章 算术 》 中 “ 开 立 方术 ”了 ,其 算法 大 致 可 
分 为 以 下 三 步 ， 

《1) 对 方程 作 倍 根 变换 ,估计 方 根 的 第 一 次 近似 值 ; 

(2) 利用 每 次 逼近 值 将 原 方程 作 减 根 变换 ; 

(3) 以 一 次 项 系数 除 常数 项 , 求 方 根 的 下 一 次 近似 值 . 
其 中 第 二 步 的 依据 为 公式 

(a 二 0) ;二 qa? 十 3a?6 十 3a5’? 十 5b. 

事实 上 ,如 设 z= 二 NN, 第 一 次 近似 值 为 a, 令 x 二 a 十 y 对 原 方程 作 减 根 变换 , 则 
得 减 根 方程 | 
?十 3a 罗 十 3a2y 十 a3 一 和 人， 
也 就 是 十 3ay* 十 3a?y 二 N 一 as.“ 开 立方 术 ” 中 减 根 变换 后 的 调整 变换 即 是 将 
减 根 方程 化 为 上 述 形 式 . 印度 的 开 方 运算 也 同样 用 到 n= 二 2,3 的 二 项 式 展开 . 在 
开 方 和 方程 理论 的 早期 ,人 们 已 经 认识 到 上 述 简单 形式 的 二 项 式 定 理 , 但 只 是 
在 开 方 和 方程 求解 中 运用 ,并 未 以 明确 的 形式 提出 ， 


5.2.2 二 项 式 定理 在 阿拉 伯 的 建立 


数学 史家 拉 塞 德 (R. Rashed) 认 为 , 萨 马 瓦 尔 的 著作 《有 眩 感 是 第 一 部 已 知 的 
论述 二 项 式 定理 的 著作 . @ 而 在 此 著作 中 萨 马 瓦尔 转述 了 饥 拉 吉 的 著作 《发 赫 


@ 钱 宝玉 :《 算 经 十 书 X 上 ), 北 京 , 中 华 书局 ,1963, 第 163 一 164 页 . 
@ Mohammad Yadegari, “The Binomal Theorem: A Widespread Concept in Medieval 
Islamic Mathematics”, Historia Mathematica, 7(1980) ,p. 401. 
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里 》 中 有 关 二 项 式 定 理 的 工作 . 据 萨 马 瓦尔 的 转述 , 饥 拉 吉 给 出 了 (a 十 6)*、(a 十 
已 4 以 及 Ca 一 5b) 的 展开 式 . 如 对 于 (ae 十 急 4, 萨 马 瓦尔 叙述 到 :“ 任 意 数 分 为 两 个 
部 分 , 它 的 平方 一 平方 等 于 它 的 每 个 部 分 的 平方 一 平方 ,4 倍 的 每 个 部 分 立方 的 
乘积 ,两 个 部 分 中 每 部 分 平方 的 乘积 的 6 倍 . ”0 也 就 是 
(aa 十 人 4 一 对 十 其 十 4a30 十 4 本 十 6a2 天 一 对 十 4a30 十 6c 天 十 4a 妨 十 天 ， 
且 萨 马 瓦 尔 给 出 了 每 个 展开 式 的 证 明 . 他 首先 给 出 了 一 些 基本 规则 ,如 
(ab) (cd)= (ac) (bad), (atb)c=actbe, 
然后 基于 已 知 的 展开 式 (a 十 5)? 二 =a: 十 2a5 十 名, 利用 归纳 法 顺理成章 地 完成 了 
证 明 . 车 以 现代 符号 表示 则 其 过 程 如 下 : 
(a+b)’=(a 二 6) (a+6):= (go) (a 二 +2ab+ 6) 
==a? (a 十 6) 十 2ab(a 二 6b) Tb (Cat+b) 
一 03 十 a28 十 2020 十 2 人 2 十 天 2 十 村 
二 Qa; 十 3a?b 十 3aB: 十. 
(at+b)!= (Cab) (ato)’ 
二 (a 十 b) (a’ 十 3a?b 十 3aB 十 Bb ) 
一 Q&(@ 十 3020 十 3ab2 十 开 ) 十 Ba 十 3a20 十 3a 人 2 十 本) 
二 at 十 bt 十 4ab? 十 4ab 十 6a?b?. 
艾 马 瓦尔 将 饥 拉 吉 的 工作 进一步 推广 到 ”= 5 的 情形 . 他 说 :“ 它 的 平方 一 立方 
等 于 它 的 每 部 分 平方 一 立方 的 和 ,5 倍 的 每 部 分 和 另 一 部 分 平方 一 平方 的 积 ,以 
及 10 倍 的 每 部 分 平方 和 另 一 部 分 立方 的 积 . >@ 也 就 是 
(a 二 6) 二 ga 十 十 5a6 十 5a4 5 十 10a:53 十 10a3. 
另外 , 萨 马 瓦 尔 的 《有 眩 感 ) 中 还 载 有 凯 拉 吉 的 另 一 长 篇 论文 中 的 二 项 式 系 数 表 ， 
以 及 二 项 式 系 数 的 构造 定律 
| 已 一 Ci 十 Co 
和 对 于 整数 ”的 二 项 式 展开 


(a 二 6)"= =P ca ip! 


这 里 ， 职 马 丽 尔 以 自己 的 语言 详细 地 令 壕 了 饥 拉 青 的 系数 表 ， 即 现在 所 谓 的 帕 
斯 卡 三 角 的 构造 .他 说 :对 于 分 为 两 部 分 的 任何 一 个 数 ,为 了 掌握 那些 次 数 相 


©D R. Rashed, The development ,p. 65. 
© R. Rashed, The development ,p. 65. 
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互 做 乘法 运算 的 必须 的 次 数 ,现在 让 我 们 回顾 一 个 规则 . 凯 拉 吉 说 ,为 了 能 够 继 
续 下 去 ,必须 在 表 中 放置 一 个 “1 ,并 且 在 它 的 下 面 再 放置 一 个 “1 把 第 一 
“1? 移 到 另 一 列 , 把 第 一 个 ‘1’ 加 到 它 下 面 的 1” 上 ,这 样 我 们 得 到 “2’ ,把 它 放 在 
被 转移 的 ‘1’ 下 面 ;然后 把 第 二 个 1’ 放 在 ‘2’ 下 . 因此 我 们 得 到 “1,2,1”. 这 表明 
对 于 由 两 个 部 分 组 成 的 每 一 个 数 ,如 果 以 它 的 每 一 部 分 自 乘 一 次 (因为 两 端 项 
是 ‘1? 和 “1’), 两 次 的 一 部 分 乘 以 另 一 部 分 (因为 中 间 项 系数 是 2) ,那么 我 们 就 
得 到 了 这 个 数 的 平方 .然后 ,移动 第 二 列 中 的 ‘1’ 进 入 另 一 列 , 第 二 列 中 的 ‘1’ 加 
上 它 下 面 的 ‘27 ,将 得 到 的 ‘3’ 记 在 第 三 列 ‘1’ 的 下 面 ,第 二 列 的 ‘2 加 上 它 下 面 
的 1’ ,我 们 得 到 “3’, 将 它 写 在 上 一 个 '3’ 的 下 面 ,并 在 这 个 ‘3’ 的 下 面 写 上 “1’， 
这 样 得 到 第 三 列 的 数 1,3,3,1’. 这 告诉 我 们 由 两 部 分 组 成 的 任何 一 个 数 的 立 
方 等 于 它 的 每 部 分 的 立方 ; 和 3 倍 的 每 一 部 分 与 另 一 部 分 平方 的 乘积 之 和 . 
ee 这 样 我 们 就 能 找到 平方 、 立方 直到 所 要 求 的 者 的 数目 ， ”@ 若 以 现代 符号 表 
示 , 则 表 的 形式 如 下 : 


rT I TT 裤 TX T TT 外 ra TX Tr 
1 1 1 1 1 1 1 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 
1 4 10 20 35 56 84 120 165 220 
1 


1 11 66 
1 12 
1 


© R. Rashed, The development , pp. 66 一 67. 
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由 萨 马 瓦尔 的 转述 ,我 们 知道 ,在 萨 马 瓦 尔 之 前 ,可 以 追 淹 到 凯 拉 吉 的 时 
代 , 甚 至 更 早 ,阿拉 伯 学 者 就 已 经 清楚 所 谓 的 帕斯卡 三 角 的 构造 和 内 部 结构 . 实 
际 上 , 那 时 的 所 谓 “ 系 数 三 角形 ”只 是 对 于 较 低 次 短 而 言 . 阿拉 伯 学 者 们 所 了 和解 
的 也 只 是 这 些 特殊 的 “系数 三 角形 ”的 内 部 结构 ,还 没有 上 升 到 一 般 的 情形 . 从 
萨 马 瓦尔 的 叙述 来 看 ,这 种 表 似 乎 可 以 一 直 构造 下 去 ,他 将 凯 拉 吉 的 展开 式 扒 
广 到 m=12 的 情形 . 另外 我 们 知道 , 萨 马 瓦尔 之 前 的 阿拉 伯 开 方法 都 利用 了 7 一 
2,n 一 3 等 的 二 项 式 震 开 , 且 在 开 方 过 程 的 布 式 中 ,被 开 方 数 以 及 各 未 知 数 的 系 
数 也 是 竖 式 排列 ,与 萨 马 瓦尔 “系数 三 角形 ”的 排列 吻合 ,只 是 开 方 过程 的 布 式 
中 最 下 面 缺 少 了 一 行 “1”, 也 就 是 方程 的 首 项 系数 . 因此 我 们 可 以 认为 ,从 阿拉 
伯 早 期 开 方 过 程 的 布 式 到 萨 马 瓦尔 的 二 项 式 展开 系数 表 是 合理 的 一脉相承 
的 . 对 于 这 一 点 , 萨 马 瓦 尔 1172 年 的 论文 首先 为 我 们 提供 了 有 力 的 证 据 . 这 篇 
论文 中 , 萨 马 瓦尔 讨论 了 一 个 数 的 开 5 次 方 问题 .他 得 到 根 的 第 一 位 数字 
后 ,并 未 详细 描述 下 面 的 调整 变换 过 程 ,只 是 简洁 地 说 :“ 一 旦 完成 14 次 运算 ， 
就 完成 了 必须 记录 在 表 中 的 四 行 的 计算 ”. @ 随 后 提供 了 一 张 表 ( 参 见 第 四 章 ， 
$ 4.1, 表 正 ) ,并 说 明了 该 表 的 构造 方法 . 明显 地 此 表 中 的 各 项 系数 排列 为 

1 1 1 1 


1 
2 
3 6 10 
4 
5 


与 其 《 眩 感 ) 中 给 出 的 系数 三 角形 相 比 ,缺少 了 一 行 “$1” 的 排列 . 萨 马 瓦 尔 并 不 是 
为 了 得 到 二 项 式 系 数 而 给 出 上 表 , 他 的 目的 在 于 计算 Cini (i 二 1,2,…,5) 的 值 ， 
也 就 是 减 根 方程 的 各 项 系数 和 常数 项 , 上 表 的 构造 除 额外 增加 了 一 个 因子 mm 
外 ,形式 与 系数 三 角形 几乎 相同 . 其 次 ,早期 的 开 方 法 和 系数 三 角形 为 此 葛 定 了 
基础 . 在 大 约 一 个 半 世 纪 之 前 , 尤 克 里 迪 希 曾 给 出 了 开平 方 和 开 立 方 的 方法 , 随 
后 库 斯 耶 尔 描述 了 自己 的 开 方法 ;同时 代 的 阿布 ， 瓦 法 也 曾 写 过 一 本 书 , 书 名 
即 暗 示 当 时 已 有 开 三 次 方 .四 次 方 和 五 次 方 根 的 知识 @; 比重 尼 也 在 一 篇 论文 


© R. Rashed, The development. pp. 91—101. 
全 R. Rashed, The development ,p. 94. 
图 李 约 瑟 :《 中 国 科学 技术 史 》( 三 ), 北 京 , 科 学 出 版 社 ,1978, 第 303 页 . 
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《 开 立 方 或 更 高 次 方 } 中 论述 了 开 方 法 . 后 来 , 海 亚 姆 也 给 出 了 高 于 4 次 的 开 方 
法 ,并 称 他 发 现 了 二 项 式 (a 十 56)” 展开 的 规律 ,和 且 把 资料 加 以 系统 化 . 由 于 有 了 
早期 的 系数 三 角形 和 前 辈 们 的 开 方法 , 萨 马 瓦尔 给 出 开 5 次 方 以 至 于 调整 变换 
的 一 句 话说 明和 附 表 的 构造 ,我 们 也 就 可 以 欣然 接受 了 . 另外 , 萨 马 瓦尔 很 清楚 
凯 拉 吉 三 次 和 四 次 的 二 项 式 系数 ,加 以 对 前 辈 们 开 方 资料 的 总 结 , 而 给 出 系数 
三 角形 的 构造 方法 也 是 顺理成章 之 事 . 


5.2.3 己 项 式 定理 在 阿拉 斧 的 发 展 


继 萨 马 瓦尔 之 后 ,不 少 阿拉 伯 学 者 对 二 项 式 定 理 进行 了 研究 . 13 世纪 的 赞 佳 
尼 (al-Zanjani,? 一 1262) 受 凯 拉 吉 的 影响 ,在 其 著作 《代数 学 中 方程 的 平衡 》 
(Qustas al-Mu’adala fi'Ilm al-Jabr wa al-Muqabala) 一 书 中 给 出 了 直到 7 次 
等 的 二 项 式 展开 . 如 对 于 ”一 7 时 的 (a 十 5)" 展开 , 赞 佳 尼 说 :“ 和 的 7 次 宕 等 于 
每 一 项 的 7 次 器 加 上 7 倍 的 每 一 项 与 另 一 项 6 次 宕 的 乘积 ,加 上 21 倍 的 每 一 
项 平方 与 另 一 项 5 次 寡 的 乘积 ,加 上 35 倍 的 每 一 项 立方 与 另 一 项 4 次 寡 的 乘 
积 . "由 以 现代 符号 写 出 即 为 ， 

(at+6)’' =a to +7ab d+?7a b+2la 5 二 21a 0 二 35a6 十 35a’ 6. 
赞 佳 尼 并 未 局 限于 二 项 式 的 情形 ,他 还 讨论 了 三 项 式 、 四 项 式 或 更 多 项 式 等 一 
般 多 项 式 ,并 将 它们 看 做 是 二 项 式 的 特殊 情况 . 如 对 于 三 项 式 , 他 写 道 :“ 如 果 你 
要 发 现 三 项 式 的 立方 (展开 式 ), 你 可 以 将 其 中 的 两 项 合 为 一 项 , 即 组合 前 两 项 
使 其 自 乘 为 三 次 方 ,第 三 项 也 自 乘 为 三 次 方 ,3 售 的 前 两 项 和 的 平方 乘 以 第 三 
项 ,然后 3 倍 的 前 两 项 和 乘 以 第 3 项 的 平方 ,( 所 有 这 些 乘积 项 的 ) 和 就 是 原来 
三 项 式 的 最 终结 果 , 对 于 其 他 的 震 均 可 效仿 这 个 过 程 ,”@ 也 就 是 说 ,对 于 三 项 式 
的 二 次 宪 有 

Catbtad)" = oC at d= TC d(C a ip). 

事实 上 , 凯 拉 吉 和 萨 马 瓦尔 对 于 n 二 2 的 情形 已 将 二 项 式 定 理 推广 到 三 项 式 . 赞 
佳 尼 讨论 二 项 式 的 目的 在 于 利用 它 进行 代数 多 项 式 的 开 方 ,这 正 是 凯 拉 吉 最 初 
描述 并 由 萨 马 瓦尔 进一步 发 展 的 一 种 方法 . 然而 , 赞 佳 尼 未 给 出 算术 三 角形 . 同 
时 代 的 纳西 尔 丁 受 海 亚 姆 的 影响 ,给 出 直到 x 二 12 时 (a 十 58)" 的 展开 式 . 另外 ， 


© Mohammad Yadegari, The Binomal Theorem ,p. 404. 
@ Mohammad Yadegari, The Binomal Theorem ,p. 404. 
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伊 本 ，“ 巴 纳 (Ibn al-Banna,c. 1251 一 1321) 和 伊 本 。 祖 拉 科 (Ibn Zurayq,14 世 
纪 ) 也 讨论 了 二 项 式 定 理 . 稍 后 , 卡 西 在 其 著作 《算术 钥 》 中 描述 了 算术 三 角形 的 
构造 方法 上 ,给 出 直至 ?一 9 时 的 算术 三 角形 . 在 开 高 次 方 根 的 过 程 中 , 卡 西 利用 
二 项 式 定 理 计算 了 
《8 十 1 六 一 下 一 Clint 十 Cizat 2 十 … 十 1 

的 值 . 

对 于 后 期 阿拉 伯 的 二 项 式 定 理 ,我们 可 以 得 出 如 下 结论 :12 世纪 之 后 的 阿 
拉 伯 学 者 的 二 项 式 定理 的 研究 工作 大 都 受到 前 期 学 者 的 成 就 的 影响 . 他 们 的 工 
作 一 方面 将 前 辈 们 在 正 整数 范围 内 的 二 项 式 展开 继承 下 来 , 另 一 方面 将 二 项 式 
展开 推广 到 多 项 式 的 展开 ,. 除 此 之 外 ,并 未 取得 实质 性 进展 . 


5.2.4 同时 期 中 国 和 印度 的 工作 


据 印度 数学 史家 加 格 (A. KK. Bag) 的 论述 , 约 公元 前 200 年 ,印度 的 韵律 学 
者 平 盖 拉 (Pingala) 在 其 著作 《4 昌 达 苏 多 罗 》CChandahsittra) 中 就 有 关于 二 项 式 
系数 的 描述 . 哈 拉 尤 达 (Halayudha,10 一 11 世纪 ) 在 其 对 平 盖 拉 著作 的 评注 中 
则 给 出 了 二 项 式 (a 十 b)!1、(a 斗 5)*:、Ca 十 5): 、… 展 开 式 系数 的 构造 方法 ( 即 算术 
三 角形 的 构造 方法 ) 

-事实 上 , 险 拉 尤 达 的 评注 的 确 给 出 了 金字 塔 形状 
的 图 表 (图 5-2) ,并 描述 了 此 图 的 移 造 方法 . 然而 ,只 就 
平 盖 拉 的 论述 和 险 拉 尤 达 的 注 文 并 不 能 充分 说 明 当时 
的 印度 学 者 已 经 发 现 了 算术 三 角形 ,因为 拒 期 的 平 盖 
拉 的 描述 仅仅 是 针对 诗 的 组 合 韵律 (长 音 、 短 音 ) 而 言 ， 
与 二 项 式 系数 毫 无 关系 . 哈 拉 尤 达 的 评注 也 是 在 平 盖 
拉 工 作 的 基础 上 对 诗 的 韵律 组 合 的 进一步 发 展 . 他 明 图 5 
确 指出 他 的 三 角形 的 各 行 是 分 别 对 于 各 个 不 同音 节 的 韵律 组 合 而 言 , 并 没有 涉 

及 二 项 式 的 内 容 . 因此 , 巴 格 关 于 印度 早期 已 有 算术 三 角形 的 说 法 值得 进 一 一 步 
商检 ， 
中 国 古代 对 于 算术 三 角形 的 记载 (现存 文献 ) 见 于 杨辉 (13 世纪 ) 的 著作 ( 详 


@ J. L. Berggren, Episodes in the Mathematics of Medieval TIslam, Springer-Verlag, 
1986,pp. 57—63. 
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解 九 章 算法 》(1261 年 ) , 书 中 给 出 如 下 的 “ 开 方 作法 本 源 图 ”: 

左 积 “” 右 隅 

本 积 全 

商 除 〇 加) 

¥ 广 OOO 
立方 人 后 提名 
= 采 〇 的 回 曲 
四 乘 G @@ 中 中 国 日 
五 乘 口 代 续航 曲 仿 后 


信 坑 避 将 舍 
过 型 涝 对 亚 


且 杨辉 指出 此 图 系 “ 出 释 锁 算 书 ,页 宪 用 此 术 ” 也 就 是 说 ,中 国 至 迟 在 页 宪 ( 约 
11 世纪 )D 时 就 已 经 有 了 由 0 次 到 6 次 的 二 项 式 展开 式 的 全 部 系数 . 图 下 面 的 
注释 ,前 两 句 是 说 最 外 边 左 、 右 两 条 斜 线 上 的 数字 分 别 是 各 次 开 方 的 积 的 系数 
和 隅 算 (z") 的 系数 ,“ 中 藏 者 尼 廉 "是 说 中 间 各 行 的 数字 分 别 是 开 各 次 寡 的 廉 ， 
后 两 句 是 说 明 开 方 的 步骤 . 另 据 钱 宝 琼 先生 考证 ;“ 页 宪 的 “立成 释 锁 ”可 以 解释 
作 :利用 一 种 表格 的 数字 来 解决 一 般 的 开 方 问题 . 这 种 数字 表格 很 可 能 就 是 他 
提出 的 指数 为 正 整数 的 二 项 式 定理 系数 表 一 一 开 方 作法 本 源 图 . "@ 页 完 给 出 的 
算术 三 角形 与 其 开 方 法 有 着 密切 的 联系 这 是 无 可 置疑 的 ,图 后 的 “ 增 乘 方 求 廉 
法 草 ” 给 出 了 各 廉 的 计算 方法 ;“ 列 所 平方 数 [如 前 ,五 乘 方 列 五 位 ,网 算 在 外 ] 以 隐 算 

一 自 下 增 入 前 位 ,至 首位 而 止 [首位 得 六 ,第 二 位 得 五 ,第 三 位 得 四 ,第 四 位 得 三 ,下 位 得 


Q@ A. K. Bag 在 其 著作 Mathematics in Ancient and Medieval India 第 192 页 指出 中 国 
出 现 算术 三 角形 是 在 朱 世 杰 的 《四 元 玉 鉴 ) 中 ,从 而 说 明 晚 于 印度 ,这 是 不 正确 的 . 
加 钱 宝 踪 ,科学 史 论文 集 》, 北 京 , 科 学 出 版 社 ,1983, 第 406 页 . 
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二 ], 复 以 隅 算 如 前 升 增 , 递 低 一 位 求 之 . >"@ 并 给 出 开 5 乘 方 各 廉 的 具体 求法 ,以 
现代 形式 将 其 草 写 出 即 为 
16(1 十 5) 止 6 6 6 6 
15(1 十 4) 15(10 十 5) 止 ”15 15 15 
1 4(1 二 3) 10(6 十 4) 20(10 十 10) 止 ”20 20 
1 3(1 十 2) 6(3 十 3) 10(4 十 6) 15(5 十 10) 止 ”15 
1 2(1 十 1) 3(1 二 2) 4(1 十 3) 5(1+4) 6(1 十 5) 止 
11 1 1 1 1 
明显 地 ,这 与 开 方 的 调整 变换 过 程 是 相同 的 . 同样 的 方法 可 以 推广 至 求 开 任 意 
次 方 的 廉 . 


5.2.5 阿拉 伯 和 中 国 早 期 系数 三 角形 的 比较 


对 比 阿拉 伯 和 中 国 早期 系数 三 角形 ,可 以 发 现 以 下 不 同 之 处 : 

(1) 两 种 表格 的 构成 方法 不 同 . 萨 马 瓦尔 是 以 较 低 次 军 二 项 式 展开 为 基础 ， 
由 低 到 高 逐渐 推进 ,而 中 国学 者 则 是 从 开 方 运算 推 求 个 廉 中 获得 的 . 

(2) 阶 数 和 放置 方式 不 同 . 贾 宪 的 “ 开 方 作法 本 源 图 ”给 出 0 一 6 次 二 项 式 展 
开 的 全 部 系数 , 萨 马 瓦尔 的 系数 表 则 给 出 0 一 12 次 的 二 项 式 展开 的 全 部 系数 . 
两 种 表格 的 放置 方式 不 同 ,这 由 前 面 给 出 的 表格 来 看 是 显然 的 . 

”但 二 者 也 存 着 诸多 相同 点 : 

“(1) 两 种 表格 数字 的 排列 方式 是 完全 相同 的 . 贾 宪 图 中 的 数 是 数字 形式 给 
出 ,从 朱 世 杰 的 “ 古 法 七 方 图 ”可 以 看 出 ,其 算 筹 数字 是 模式 排列 @, 然 而 ,中 国 古 
代 的 算 筹 个 位 数字 规定 为 竖 式 排列 ,因此 ,三 角形 的 底 边 起 初 可 能 是 竖立 在 左 
边 的 (中 国 古 代 书 写 方式 由 右 到 左 ) ,这 样 萨 马 瓦尔 的 系数 表 虽 然 阶 数 和 中 国 不 
同 ,但 数字 排列 完全 相同 . 

(2) 附 表 的 构造 过 程 和 贾 宪 “ 增 乘 方 求 廉 法 ”过 程 是 相同 的 . 如 果 我 们 将 求 
廉 法 草 中 递 次 增 人 的 “ 隅 算 ? 改 为 以 商 数 乘 “ 隅 算 ”, 则 结果 与 附 表 完全 易 合 . 

(3) 产生 时 间 几 乎 为 同一 时 期 . 这 一 点 前 面 的 介绍 已 经 很 清楚 . 

中 国 的 “ 开 方 作法 本 源 图 ”来 自 中 国 的 “ 开 方术 ”是 确信 无 疑 的 ,阿拉 伯 的 二 


@ 钱 宝 琼 :《 中 国 数学 史 》, 北 京 ,科学 出 版 社 ,1982, 第 151 一 152 页 . 
@ 钱 宝 玉 :《 中 国 数学 史 》, 第 151 页 . 
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项 式 系数 三 角形 与 其 早期 的 开 方 之 间 的 一 脉 相 承 也 似乎 完全 合理 ,只 不 过 阿拉 
伯 人 和 中 国人 获得 表 的 方式 有 些 差 异 而 已 . 因此 ,我 们 可 以 得 出 如 下 结论 :阿拉 
伯 人 和 中 国人 各 自 独立 地 发 现 了 系数 三 角形 . 


5.2.6 二 项 式 定理 在 欧洲 的 发 展 


13 世纪 ,欧洲 也 出 现 了 算术 三 角形 , 约 丹 努 斯 (Jordanus de Nemore,? 
一 1236) 的 《算术 》(De Arithmetica ,c. 1220) 给 出 的 算术 三 角形 的 构造 方法 @, 和 
萨 马 瓦 尔 的 有 关 和 令 述 非常 相似 ,但 在 时 间 上 却 比 阿拉 伯 和 中 国 晚 了 大 约 一 个 半 
世纪 . 约 丹 努 斯 构造 此 算术 三 角形 的 目的 是 利用 它 给 出 连 比 项 构造 的 一 般 规 
则 ,并 考虑 寻找 超 特殊 数 的 方法 . 继 约 丹 努 斯 之 后 , 阿 皮 努 斯 (Petrus Apianus， 
1495 一 1552) . 施 还 费 尔 (M. Stifel , c. 1487 一 1567) 、 塔 尔 塔 利 亚 CN. Tartaglia， 
1499 一 1557) ,卡尔 达 诺 (G. Cardano,1501- 一 1576) 以 及 邦 别 利 (R. Bombelli,c. 
1526 一 1572) 等 都 曾 研究 过 这 一 问题 ,但 他 们 的 论述 并 未 引起 广泛 的 注意 . 17 世 
纪 ,帕斯卡 (Blaise Pascal,1623 一 1662) 的 论文 4 论 算术 三 角形 以 及 另外 一 些 类 
似 的 小 问题 》(CTrazitE du triangle arithmétigue,， avec quelgues autres petits 
traitez sur la mesme matiére) 专 门 论述 了 这 种 三 角形 ,并 称 之 为 “算术 三 角形 ”. 
此 后 算术 三 角形 广 为 流 传 ,并 被 西方 人 称 为 “帕斯卡 三 角形 ”事实 上 ,这 已 比 凯 
拉 吉 和 中 国 页 宪 晚 了 6 个 多 世纪 . 上述 所 有 数学 家 的 讨论 都 仅 限 于 ”为 正 整 数 
时 的 二 项 式 定理 的 情形 ,对 于 固定 的 ”展开 项 是 有 限 的. 而 真正 实现 从 有 限 到 
无 限 突破 的 却 是 牛顿 (Isaac Newton,1642 一 1727). 1664 一 1665 年 他 发 现 了 二 
项 式 定理 ,1676 年 在 两 封 信 中 正式 公布 了 这 一 成 果 


(P 十 PQ) 一 忆 十 也 AQ 十 攻 二 BQ 十 玫 22CQ 十 …， 
并 指出 “此 处 P 十 PQ 表示 要 求 其 根 或 任意 次 宕 的 根 的 量 ,P 表示 该 量 的 首 项 ,Q 
则 是 首 项 相 除 后 的 余 项 ,站 是 P 十 PQ 的 短 指 数 ,不 论 其 是 整数 还 是 分 数 , 正 数 


”还 是 负数 ”@. 这 里 ,牛顿 将 宕 指数 推广 到 任意 有 理 数 , 使 得 二 项 式 定理 的 应 用 范 
围 更 为 广泛 


© Barnabas Hughes， “The Arithmetical Triangle of Jordanus de Nemore”, Historia 
Mathematica ,16(1989) , pp. 213 一 223， 
@ 吴 文 俊 : 世 界 著 名 科学 家 传记 。 数 学 卷 》 亚 ), 科 学 出 版 社 ,1992, 第 232 一 236 页 . 
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阿拉 伯 在 代数 方程 上 的 成 就 是 其 最 具有 影响 性 的 工作 之 一 ,也 是 其 数学 上 
的 最 突出 贡献 之 一 . 现在 我 们 所 谓 的 “代数 学 ”(algebra) 一 词 即 是 来 自 花 拉 子 米 
的 著作 《还原 与 对 消 的 科学 (简称 《代数 学 》, Tim al-Jabr wa ’l Mugqabalah). 其 中 
“al-jabr” 意 为 “还 原 ”, 即 是 把 负 项 从 方程 的 一 端 移 到 另 一 端 ,还 原 为 正 项 ; 
“muqabalah” 意 为 “对 消 ” 或 “化 简 ”, 即 方程 两 端 消去 相同 的 项 或 合并 同类 项 ; 
“algebra” 一 词 通常 认为 由 “al-jabr” 演 变 而 来 . 

花 拉 子 米 依 其 系数 将 二 次 方程 分 为 5 种 类 型 , 妈 

(1)“ 平 方 ”等 于 “ 根 ”, 即 ax? ==bx; 

(2)“ 平 方 ”等 于 “ 数 ”, 即 az 一 c; 

(3)“ 平 方 ”" 和 “ 根 ” 等 于 “ 数 ”, 即 cz: 十 pz 一 c; 

(4)“ 平 方 ”" 和 “ 数 ” 等 于 “ 根 ”, 即 ax? 十 c==bz; 

(5)“ 根 ”和 “ 数 ” 等 于 “平方 ”, 即 bx 十 c==ax?， 
其 中 abc 均 为 正 数 . 并 就 每 一 种 情形 给 出 了 具体 的 代数 解法 . 如 对 一 般 情形 
az’ 十 bz 十 c 二 0, 花 拉 子 米 的 解法 即 相 当 于 给 出 了 求 根 公 式 


z 一 一 在 / (站 ) 一 全 ( 仅 取 方程 的 正 根 )， 


且 讨 论 了 方程 的 判别 式 条 件 . 0 通过 花 拉 于 米 、 泰 比特 、 阿 布 。 卡 米尔 以 及 奥 
马 ， 海 亚 姆 等 的 工作 (特别 是 花 拉 子 米 的 工作 ) ,二 次 方程 理论 已 经 非常 成 熟地 
展示 给 人 们 . 一 方面 , 它 给 出 了 一 般 二 次 方程 的 系统 解法 ; 另 一 方面 ,为 人 们 提 
供 了 规范 的 方程 术语 “ 移 项 ”“ 合 并 同类 项 ”等 . 阿拉 伯 学 者 不 但 给 出 了 二 次 方 
程 的 代数 解法 ,而 且 还 提供 了 代数 方法 的 几何 解释 . 对 于 三 次 方程 ,阿拉 伯 学 者 
通常 认为 不 能 代数 求解 ,他 们 继承 希腊 的 思想 ,给 出 一 般 三 次 方程 的 几何 解法 
(圆锥 曲线 或 圆 相 交 的 方法 ). 对 于 二 次 方程 的 代数 解法 ,数学 史 工 作者 们 已 做 


@ L.C. Karpinski and Robert s Latin translation of Algebra of al-Khowarisimi, New 
York,1915, pp. 71 一 73. 
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第 六 章 
Le。 阿拉 伯 的 方程 论 
了 较 多 的 研究 ,这 里 作者 不 拟 装 述 . 本 章 将 主要 从 比较 的 角度 探讨 阿拉 伯 代 数 
方程 求解 的 几何 方法 以 及 沙拉 夫 丁 .图 西 三 次 方程 正 根 的 讨论 两 个 方面 的 问 
题 . 


.§6.1 阿拉 伯 代 数 方程 求解 几何 方法 的 比较 研究 


阿拉 伯 数 学 最 突出 的 成 就 之 一 是 代数 方程 的 求解 . 研究 表明 ,中 世纪 阿拉 

伯 学 者 关于 代数 方程 的 工作 ,与 几何 方法 有 着 密切 的 联系 ,虽然 对 于 二 次 方程 

三 次 方程 这 黄种 情形 ,几何 方法 扮演 的 角色 有 所 不 同 . 本 章 从 比较 史 的 角度 ， 
阐明 阿拉 伯 代 数 方程 求解 中 的 几何 方法 ,并 分 析 其 思想 来 源 及 影响 ， 


6.1.1 比较 背景 


巴比伦 的 代数 算法 

求解 代数 方程 的 问题 可 以 追溯 到 很 古老 的 年 代 . 古巴 比 伦 学 者 已 能 求解 二 
次 方程 ,他 们 的 做 法 是 一 步 一 步 列 出 求 根 的 算法 ,对 这 些 算法 的 来 源 则 没有 解 
释 说 明 . 巴比伦 代数 与 几何 之 间 也 存在 着 联系 ,但 这 种 联系 主要 表现 在 许多 代 
数 方程 出 自 几何 问题 ,巴比伦 人 因而 在 处 理 代 数 方程 时 广泛 地 使 用 几何 语言 
(如 称 未 知 量 为 “长 ”"“ 宽 ”或 “高 "等 ) ,年 在 数 与 几何 量 之 间 不 作 明 确 区 分 . 然而 
没有 任何 根据 可 以 说 明 巴 比 伦 求解 代数 方程 的 算法 本 身 依赖 于 几何 方法 . 巴 比 
伦 的 代数 可 以 说 是 算法 化 的 代数 ,古代 埃及 人 同样 如 此 . 

希腊 几何 代数 

重视 逻辑 推理 的 古 希 腊 学 者 没有 继承 巴比伦 人 的 算法 化 代数 . 希腊 人 的 代 
数 是 所 谓 几 何 代数 , 即 隐 含 于 几何 学 中 的 代数 . 这 种 几何 代数 的 主要 特征 可 概 
括 如 下 :. 

(i) 代数 方程 问题 及 其 求解 以 几何 的 形式 表述 ,并 未 涉及 任何 代数 的 形式 ， 
也 就 是 说 是 用 纯 几 何 的 方法 求解 实质 上 相当 于 代数 方程 的 几何 问题 . 

(ii) 不 同 于 巴比伦 人 ,希腊 人 在 数 与 几何 量 之 间作 了 明确 的 区 分 . 他 们 以 
线段 来 表示 数 (希腊 人 意识 中 的 数 仅 为 有 理 数 ) ,但 在 运算 过 程 中 ,参与 加 、 减 运 
算 的 各 量 的 维 数 必须 保持 一 致 ,同一 个 运算 式 或 同一 个 等 式 中 ,不 可 以 出 现 线 
段 加 上 或 减 去 或 等 于 面积 .体积 等 情形 . 他 们 以 自己 的 方式 规定 了 数 的 运算 和 
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几何 量 的 运算 . 中 

早 在 公元 前 350 年 左右 ,梅内 科 姆 斯 (Menechmus,c. 375 一 c. 325 B. C. ) 就 

经 用 这 种 几何 代数 解决 了 相当 于 三 次 方程 x’ 二 & 的 几何 问题 , 那 时 是 隐 于 倍 
立方 间 题 之 中 的 而 梅内 科 姆 斯 利用 图 欠 曲 线 > 二 sr 和 zy 二 2s: 相交 的 方法 解 
决 了 倍 立方 问题 . @ 

希腊 几何 代数 最 具 代表 性 的 例子 包含 于 欧 几 里 得 的 《几何 原本 ) 之 中 《 几 
何 原 本 提供 了 多 种 形式 的 二 次 方程 的 几何 解法 . 如 第 工 部 分 命题 11: “分割 一 
条 已 知 线段 ,使 其 与 其 中 一 条 小 线段 构成 的 矩形 等 于 以 另 一 条 线段 为 边 的 正方 

。 形 . ”@ 车 设 原 线段 长 为 4, 分割 后 较 大 线段 的 长 度 为 z, 则 该 间 题 即 相当 于 解 二 
次 方程 
aa 一 并 ) 一 2 ， 

即 zx? 十 azx 二 a?. 其 解法 为 :如 图 6-1, 在 AB(=a) F . G 
上 作 正 方形 ABCD, 取 AD 的 中 点 玉 , 连 结 BE, 延 
长 DA 至 下 ,使 得 EF 二 BE. 在 AF 上 作 正 方形 
AFGH ,HH 位 于 AB 上 , 则 豆 即 为 所 求 分 点 . 欧 几 4 H B 
里 得 随后 利用 “面积 贴 合 法 ”对 该 解法 进行 了 证 明 . 

事实 上 ,车 将 上 述 解 法 以 代数 形式 表示 出 来 ， 


即 为 : Srxzhecp 二 a? ,AE 一 pa EF= BE= E 
2 a ? | 
a + (各) ; 则 
a D af C 
z=AH=—AF=—EF—AE= /a+($) 一 和， 


即 是 方程 z* 十 az 二 a? 的 正 根 求 根 公式 . 四 

《几何 原本 ) 第 YI 部 分 命题 28 和 29 等 还 分 别 相当 于 以 几何 形式 解 出 了 形 如 
ZZ 十 b 二 az 和 x 十 ax 二 5b 的 二 次 方程 , 男 外 ,第 并 部 分 命题 27 中 , 若 取 平 行 四 边 形 
为 矩形 , 则 相当 于 以 几何 形式 讨论 了 二 次 方程 之 十 * 一 5 的 判别 式 条 件 . @ 


@ M. 克 莱 因 :4 古今 数 学 思想 )( 一 ) ,上 海 科学 技术 出 版 社 ,1979, 第 74 页 . 
@ H. 伊 夫 斯 著 , 吹 阳 降 译 ;《 数 学 史 概 论 》, 山 西 经 济 出 版 社 ,1993, 第 96 页 . 

@ 欧 几 里 得 著 , 兰 纪 正 \ 朱 恩 宽 译 :《 儿 何 原本 》, 陕 西 科学 技术 出 版 社 ,1990, 第 62 页 . 
@ M. 克 莱 因 :《 古 今 数学 思想 》( 一 ) ,第 86 页 . 


第 六 章 
L。 阿拉 伯 的 方程 论 
据 欧 托 修 斯 的 评注 , 阿 基 米 德 在 其 著作 《4 论 球 与 圆柱 》 中 曾 涉及 三 次 方程 . 
第 二 篇 的 问题 4: 用 平面 割 球 为 两 块 ,使 其 体积 之 比 等 于 给 定 比 . 0 实际 上 , 阿 基 
米 德 导出 了 方程 


de? _ (m+n)(3c—x) 
Tx mc “ 

这 里 m : ”为 球体 两 部 分 的 给 定 比 . 阿 基 米 德 首先 通过 变换 将 方程 化 为 z* (5 一 
zx) 二 a?qd, 然 后 利用 抛物 线 hz: 二 a?y 和 双 曲 线 y(6 一 xz) 二 bd 相交 的 方法 求 得 三 
次 方程 的 正 根 . 

总 之 ,希腊 几何 代数 是 纯粹 几何 形式 的 , 它 并 没有 给 出 任何 方程 的 代数 表 
达 式 ,方程 隐 含 于 特定 的 几何 问题 之 中 ,其 代数 意义 是 后 人 通过 考察 而 揭示 的 . 
尽管 如 此 ,希腊 几何 代数 对 于 代数 方程 求解 中 几何 技巧 的 运用 具有 历史 意义 . 
如 下 文 所 述 , 它 是 中 世纪 阿拉 伯 学 者 在 三 次 代数 方程 方面 的 工作 的 主要 思想 来 
源 . 

古代 中 国 代数 方程 算法 及 其 几何 证 明 

中 国 古代 解 代数 方程 使 用 的 是 适合 于 中 国 筹 算 的 数值 解法 , 即 开 方 . 开 带 
从 方 以 及 后 来 以 * 增 乘 开 方法 ?为 主导 的 “ 正 负 开 方 术 ”( 统 称 为 “ 开 方术 ”) ,没有 
给 出 精确 求 根 公式 . 但 对 于 低 次 方程 , 当 求 得 的 方程 的 根 为 精确 值 时 ,中 国 的 数 
值 解法 和 求 根 公式 实质 上 是 一 致 的 .《 九 章 算术 》* 少 广 章 ”给 出 了 开平 方 和 开 立 
方 的 完整 程序 ,而 刘 微 在 《 九 章 注 ) 中 则 给 出 了 开平 方 的 几何 意义 的 解释 .“ 开 
方 , 求 方 赛 之 一 面 也 , 言 百 之 面 十 也 ;, 言 万 之 面 百 也 , 先 得 黄 甲 之 面 , 上 下 相 命 ， 
是 自 乘 而 除 也 , 瑰 张 两 面 朱军 定 奏 ;以 待 复 除 , 故 日 定 法 . >@ 如 图 6-2, 如 设 N= 
(a 十 b 十 c 十 …)?, 则 N 开平 方 的 几何 意义 即 为 求 面积 为 N 的 正方 形 的 边 长 . 求 得 
第 一 位 数字 a 后 , 先 将 az 减 去 ,即将 图 中 黄 甲 前 去 ,再 殉 张 24, 以 求 第 二 位 数 b. 
议 得 5 后 ,将 (2a 十 6)5 减 去 ,即将 图 中 两 朱 寡 和 黄 乙 前 去 ;然后 再 殉 张 2(a 十 b) 
以 求 第 三 位 数 c, 依 次 类 推 . 这 一 方法 的 根据 是 “出 人 相 补 原理 ”. 同样 ,依据 “出 
入 相 补 原理 ”可 以 解释 “ 带 从 开 方 法 ” 解 二 次 方程 过 十 pz 一 g, 实 质 上 就 是 求 面 
积 为 g 的 矩形 的 一 条 边 长 . 与 开平 方 的 几何 解释 所 不 同 的 是 ,在 每 次 求 得 一 位 
数字 之 后 ,多 减 去 一 个 以 p 为 一 边 的 矩形 面积 . 如 图 6-3. 


©D C. B. Boyer,A History of Mathematics, New York,1968, p. 62. 
@ 钱 宝 琼 校 点 :《 算 经 十 书 》XX 上 ), 北 京 , 中 华 书局 ,1963. 
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图 6-2 图 6-3 
将 平面 的 情形 推广 到 立体 ,相似 的 方法 又 可 以 解释 开 立 方 与 开 带 从 立方 . 0 
” 中 国 古代 学 者 对 方程 求解 算法 的 几何 解释 ,在 代数 方程 求解 的 历史 发 展 中 
具有 重要 地 位 . 如 下 文 将 要 说 明 的 那样 ,从 中 世纪 阿拉 伯 学 者 的 二 次 方程 到 文 
艺 复兴 意大利 数学 家 的 三 、 四 次 方程 求解 ,其 中 几何 方法 的 运用 ,至 少 在 形式 上 
与 之 相 承 ,虽然 中 国 数学 家 构造 的 是 数值 求解 算法 ,但 他 们 证 明 这 些 算法 的 几 
何 思路 与 原理 (特别 是 出 入 相 补 原理 ) 却 具有 普遍 意义 ， 


6.1.2 阿拉 伯 代 数 方程 求解 的 几何 方法 


早期 的 阿拉 伯 学 者 (如 花 拉 子 米 、 阿 布 ， 卡 米尔 . 泰 比特 等 ) 似 乎 接受 了 巴 
比 伦 的 传统 ,他 们 时 常 把 数 等 同 于 几何 量 , 线 段 和 平面 等 在 运算 中 也 未 作 严格 
的 区 分 . 然而 ,几何 方法 在 代数 方程 求解 中 的 运用 在 阿拉 伯 学 者 那里 得 到 了 进 
一 步 的 发 展 ,这 种 发 展 是 循 着 两 个 不 同 的 方向 进行 的 , 即 :(i) 系统 地 给 出 二 次 
方程 代数 解法 的 几何 证 明 ;(Kii) 创造 性 地 利用 几何 方法 (二 次 曲线 相交 的 方法 ) 
解 出 一 般 三 次 方程 

二 次 方程 代数 解法 的 几何 证 明 
， 对 一 般 二 次 方程 作 系统 论述 的 第 一 位 阿拉 伯 学 者 就 是 花 拉 子 米 . 流传 下 来 
的 花 拉 子 米 的 传记 材料 很 少 ,一 般 认 为 他 出 生 于 花 拉 子 模 . 花 拉 子 米 是 拜 火 教 
徒 的 后 将 ,早年 在 家 乡 接受 初等 教育 ,后 到 中 亚细亚 古城 默 夫 继 续 深造 ,还 曾 到 阿 
富 汗 和 印度 等 地 游学 ,不 久 成 为 远近 闻名 的 科学 家 . 公元 813 年 , 花 拉 子 米 应 邀 到 
阿 拔 斯 王朝 的 首都 巴格达 工作 . 830 年 , 阿 拔 斯 王朝 的 国王 马 蒙 (aLMa' min， 


@ 部 书 春 对 此 有 详细 的 解释 ,请 参见 部 书 春 :《 中 国 古 代数 学 》, 山 东 教 育 出 版 社 ,1991， 
第 98 一 101 页 . 
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786 一 833) 创 办 了 著名 的 “智慧 馆 ”(Bayt al-Hikmah, 是 自 公 元 前 3 世纪 亚 历 山 
大 博物 馆 之 后 最 重要 的 学 术 机 构 ), 花 拉 子 米 是 智慧 馆 学 术 工 作 的 主要 领导 人 
之 一 . 马 蒙 去 世 后 , 花 拉 子 米 仍 留 在 巴格达 工作 ,直至 去 世 . 花 拉 子 米 生 活 和 工 
作 的 时 期 ,是 阿 我 粕 帝国 政局 稳定 、 经 济 发 展 、 文 化 繁荣 的 时 期 ， 

花 拉 子 米 科学 研究 的 范围 十 分 广泛 ,包括 数学 .天 文学 .历史 学 和 地 理学 等 
许多 领域 . 他 一 生 移 写 了 许多 重要 的 科学 著作 . 在 代数 学 方面 , 花 拉 子 米 著 有 
《代数 学 和 《印度 的 计算 术 》 两 部 著作 ,它们 对 阿拉 伯 和 欧洲 数学 的 发 展 都 产生 
了 非常 广泛 `, 盏 想 的 影响 . 他 在 天 文学 .地 理学 和 历史 学 等 方面 也 有 重要 贡献 ， 
他 的 (地 球 景象 书 》《 历 史书 ) 等 多 部 天 文学 著作 都 为 这 些 学 科 的 发 展 起 到 一 定 
作用 …”、 

龙 拉 子 采 依 方程 系数 和 常数 项 的 正 负 ， 将 一 、 二 次 方程 分 为 6 类 , 即 :(1) xz 
~—a;1(2) x =a;(3) x: =axr;(4) Z2 十 az 一 b;(5) Zz 十 6 一 ax;(6) x!: 一 ax 十 b. 每 
一 类 都 给 出 基体 的 代数 解法 ,对 第 (5) 种 情形 讨论 了 方程 有 实 根 (两 相等 或 不 等 
实 根 ) 和 无 实 根 的 条 件 ,并 结合 实例 给 出 了 后 三 种 方程 解法 的 几何 证 明 . 以 下 首 
先 以 方程 好 十 10z=39' 汶 例 @, 大 致 说 明 其 证 明 的 过 程 . ， 

- 首先 ,构造 出 表示 方程 的 几何 图 形 , 移 造 正方 形 ”六 
ABCD, 其 边 长 为 z; 则 面积 为 z*, 在 正方 形 ABCD 
的 粤 边 上 分 兽 构 造 夫 形 ,和 矩形 一 边 为 正方 形 边 长 z， 


另 一 边 为 2 十 ,如 图 6-4, 划 此 时 整个 图 形 ( 不 包括 四 


个 角 的 小 正方 形 ) 的 面积 为 Z2 十 10z 一 39. | 


其 次 ， 构造 出 表示 (过 ) te( 对 于 必 十 bx=c 和 4 3 
图 6-4 


=bz 二 或 (也 ) 一 <( 对 于 ZZ: 十 c 二 bx) 或 者 是 与 
之 等 价 形式 的 几何 图 形 .复原 上 述 所 作 图 形 为 正方 形 A'B'C'D' ,四 个 角 处 的 小 
正方 形 的 面积 均 为 2 二 2 于 一 6 十 , 故 正 方形 A'B'C'D' 的 面积 为 4* 6 于 十 


39 一 64， 


@ L.C. Karpinski and Robert of Chester’s Latin translation of at- Khowarizmi, New 
York,1915,p. 77. . 
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最 后 ,利用 已 知 的 和 可 以 推 知 的 关系 求解 . 4A'B 一 V64 一 8, 所 以 x 二 AB= 


A’B’—2. 2 =3. 


花 拉 子 米 的 这 种 几何 方法 表面 上 似乎 类 似 于 希腊 的 “面积 贴 合 法 ”, 其实 不 
然 . 这 里 ,我 们 要 分 析 “ 面 积 贴 合法 ”与 “出 人 相 补 原理 ”的 异同 . “面积 贴 合 法 ” 通 
常 地 可 以 理解 为 :为 了 问题 的 解决 ,依据 题 设 条 件 , 构 造 一 特殊 形状 的 图 形 贴 合 
于 已 知 线段 ,并 根据 图 形 的 面积 关系 及 其 他 辅助 方法 最 终 推导 出 所 要 结论 . “出 
人 相 补 原理 ?就 平面 的 情形 而 言 即 为 :一 个 平面 图 形 从 一 处 移 置 他 处 ,面积 不 
变 , 又 若 把 图 形 分 割 为 若 于 块 , 那 么 各 部 分 面积 的 和 等 于 原来 图 形 的 面积 ,因而 
图 形 移 置 前 后 诸 面 积 间 的 和 、 差 有 简单 的 相等 关系 . 二 者 都 涉及 平面 图 形 的 面 
积 , 都 是 利用 面积 关系 得 到 结论 ,但 二 者 有 明显 的 差别 :首先 ,前 者 图 形 的 构造 
往往 具有 一 定 的 特殊 性 ,后 者 平面 图 形 的 分 割 及 移 置 原则 上 是 任意 的 ,不 受 条 
件 的 限制 ;其 次 ,前 者 构造 图 形 的 出 现 原则 上 不 要 求 重复 性 ,后 者 相同 的 图 形 往 
往 依 需要 多 处 出 现 ; 另 外 ,前 者 图 形 的 面积 关系 常 依靠 其 他 条 件 推导 而 来 ,后 者 
则 上 有 具有 简单 的 相等 关系 ,无需 经 过 繁复 的 逻辑 推导 ,直观 性 较 强 . 花 拉 子 米 的 上 
述 证 明 中 ,正方 形 ABCD 边 上 和 矩形 的 构造 和 和 角 上 小 正方 形 的 构造 在 实质 上 更 类 
似 于 中 国 的 “出 人 相 补 原理 ”特别 与 刘 徽 的 思想 和 赵 爽 《 勾 股 圆 方 图 注 》 等 所 体 
现 的 方法 相似 . 一 者 ,相同 的 矩形 和 小 正方 形 在 图 形 中 多 处 出 现 , 实 为 一 个 矩形 
和 小 正方 形 在 不 同位 置 的 移 置 ;再 者 ,面积 间 的 关系 简单 直观 . 花 拉 子 米 对 另外 
两 种 情形 二 次 方程 的 几何 证 明 同 样 具 有 这 些 特 点 . 

方程 xz? 十 21 = 二 10zx. 他 设 SiarFar 一 了， 在 
AB 上 作 和 矩形 AGD 瑟 ,如 图 .6-5, 使 得 SapcF 一 
21, 则 AGC=10. 平分 HD 于 EE 点 ( 设 E 在 BD 
上 ). 过 万 作 TE 1 BD, 并 延长 TE 至 C, 使 得 TC 
二 ED. 完成 正方 形 TGLC 和 ENMC. 明显 地 ， 
S 乱 形 BFTE 一 S 知 形 NDLM ;所 以 图 6-5 

CM 一 V SEXTGLC Swi0DE 一 SBNDLM 一 SETGLC 一 SwiroD 一 2， 

因此 z= 二 5 一 2 二 3. 若 EE 在 HB 上 ,如 图 6-6, 同 样 的 方法 , 花 拉 子 米 得 到 z=7. 

方程 x 二 3z 十 4. 花 拉 子 米 的 方法 是 在 AD 上 截取 A 开 三 3, 将 面积 为 x? 的 


QD 吴 文俊 :《 出 入 相 补 原理 》, 载 (中 国 二 代 科技 成 就 ), 中 国 青 年 出 版 社 ,1978 ,第 81 页 . 
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正方 形 ABCD 分 割 为 两 部 分 4AEFB 和 EDCF ,如 图 6-7; 然 后 取 AE 的 中 点 G， 
并 完成 正方 形 GMOD 和 GKLE. 显然 今 短 形 KMNL 一 S 逢 形 NOCF ,因此 


. . 5 
GD=Y SEE 方形 GKLE 十 SS 起 形 KMNL 十 S 逢 形 EDON 一 W 9 方形 GKLE 十 ,9 年 形 EpcF 一 了 ， 
从 而 可 求 出 xX=GD 十 AG=4. 


H D 
图 6-6 图 6-7 

据 数学 史家 S. 甘 兹 (Solomon Gandz) 的 考察 , 花 拉 子 米 并 非 希 腊 数 学 的 信 
徒 , 当时 巴格达 的 “智慧 宫 ? 里 聚集 着 各 地 来 的 大 批 学 者 (从 事 科 学 研究 或 希腊 
与 印度 科学 著作 的 翻译 ,整理 工作 ). 其 中 一 部 分 人 翻译 .推崇 和 接纳 希腊 的 演 
绎 体系 ,并 体现 于 他 们 的 著作 之 中 ;以 花 拉 子 米 为 代表 的 另 一 部 分 学 者 , 则 反对 
希腊 数学 近乎 纯粹 逻辑 演绎 的 介入 ,主张 以 几何 证 明 为 辅 的 算法 体系 , 提倡 数 
学 与 实际 的 结合 . D 花 拉 子 米 的 《代数 学 》 明 显 地 表现 出 这 种 倾向 ， 全 书 自始至终 
没有 提 及 欧 几 里 得 的 6 凡 何 原本 》, 这 绝 不 是 偶然 的 . 

花 拉 子 米 的 《代数 学 ?用 十 分 简单 的 例题 讲述 了 解 一 次 和 二 次 方程 的 一 般 
方法 , 它 的 做 法 实质 上 已 经 把 代数 学 作为 一 门 关于 解 方程 的 科学 来 研究 . 该 书 
包括 三 部 分 :第 一 部 分 讲述 现代 意义 下 的 初等 代数 ,第 二 部 分 列举 各 种 算术 问 
题 ; 第 三 部 分 是 关于 遗产 继承 方面 的 应 用 问题 .《 代 数学 》 在 12 世纪 传人 欧洲 ， 
之 后 的 九 个 世纪 , 它 成 为 欧洲 人 的 标准 课本 ,其 内 容 、 思 想 和 方法 相当 广泛 地 影 
响 过 历代 数学 家 . 如 中 世纪 著名 的 数学 家 斐 波 那 契 .15 世纪 著名 数学 家 帕 乔 利 
等 都 深 受 《代数 学 的 影响 . 事实 上 ,在 中 世纪 和 文艺 复兴 时 期 ,凡是 在 代数 学 方 
面 有 过 贡献 的 欧洲 学 者 ,他 们 的 工作 都 不 同 程度 地 受到 花 拉 子 米 的 影响 .《 代 数 
学 以 其 逻辑 严密 、 系 统 性 强 、 通 俗 易 懂 和 联系 实际 紧密 等 特点 被 奉 为 代数 教科 
书 的 鼻祖 . 


© van der Waerden, A History of Algebra ,Springer-Verlag,1985 ,pp. 12 一 15. 
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花 拉 子 米 之 后 ,其 他 一 些 阿 拉 伯 数学 家 继续 研究 二 次 方程 . 他 们 中 有 的 基 
本 追随 花 拉 子 米 ,如 阿布 ， 卡 米尔 , 曾 对 花 拉 子 米 《 代 数学 ) 作 了 系统 的 评述 , 另 
有 一 些 学 者 则 借助 希腊 几何 来 重新 证 明 花 拉 子 米 的 结果 ,如 著名 的 希腊 著作 翻 
译 者 和 注释 者 泰 比 特 就 是 如 此 . 但 总 的 说 来 ,他 们 都 未 做 出 比 花 拉 子 米 更 好 的 
工作 . 公元 1100 年 左右 , 另 一 位 阿拉 伯 学 者 奥马 海 亚 姆 在 其 著作 《代数 学 》 
《1070 年 ) 中 于 前 人 成 就 的 基础 上 进一步 系统 地 论述 了 代数 方程 理论 . 关于 二 
次 方程 的 代数 解法 ,奥马 海 亚 姆 同时 给 出 了 利用 与 花 拉 子 米 相同 的 方法 和 
利用 《几何 原本 》 中 有 关 性 质 ( 面 积 贴 合 ) 的 证 明 . 但 对 于 二 次 方程 ,奥马 。 海 
亚 姆 也 未 能 取得 新 的 改进 . 

三 次 方程 的 几何 解法 

三 次 方程 , 古 希腊 已 有 几何 解法 的 端倪 . 但 是 , 除 中 国 在 三 次 方程 的 数值 解 
法 上 取得 了 较 大 的 进展 之 外 ,一 直到 阿拉 伯 时 代 , 一 般 三 次 方程 的 解法 并 未 取 
得 明显 的 突破 . 随 着 数学 的 发 展 ,一 般 三 次 方程 的 求解 问题 迫切 需要 解决 , 大批 
学 者 投身 于 这 一 问题 的 研究 . 约 公元 860 年 ,阿拉 伯 学 者 马 哈 尼 (al-Mahani， 
825 一 888) 首 先 考 虚 了 阿 基 米 德 问题 ( 即 平面 切 球 成 定 比 ) ,给 出 了 三 次 方程 x 
十 qb 一 cw:@@ ,但 未 能 解决 (无 论 是 代数 的 还 是 几何 的 ) ;六 最 终 认 为 该 方程 不 可 
解 .但 通过 蕊 蛤 尼 的 工作 ,这 种 形式 的 方程 受到 了 阿拉 伯 学 者 的 足够 重视 ,以 至 
于 该 方程 在 阿拉 伯 被 称 为 “ 马 哈尼 方程 ”. 同时 代 的 泰 比特 使 用 和 希腊 学 者 梅内 
科 姆 斯 同样 的 方法 解决 了 倍 立 方 问题 中 出 现 的 三 次 方程 ,然而 未 能 解决 马 哈 尼 
方程 .大约 1 个 世纪 之 后 , 险 崔 同样 考虑 了 三 次 方程 x 十 a*:5 二 cx?, 和 阿 基 米 德 
一 样 ,利用 圆锥 曲线 相交 的 方法 给 出 了 该 方程 的 解 : 他 的 圆锥 曲线 是 抛物 线 zx 
二 ay 和 双 曲 线 y(c 一 x) = 二 ab. g@ 与 哈 崔 同时 代 的 学 者 阿布 。 朱 德 (Abml Jad) 在 
三 次 方程 的 解法 上 取得 了 一 定 的 成 就 ,同样 利用 二 次 曲线 相交 ,他 解决 了 两 种 
类 型 的 三 次 方程 , 对 形式 x’: 十 4 二 bz? 的 三 次 方程 ,他 首先 设 AB==b, BC 一 a， 
BC 为 从 AB 上 截取 的 线段 ;然后 分 BC> CA,BC=C4 和 BC 二 CA 三 种 情形 讨 
论 . 以 现代 的 语言 和 符号 叙述 大 致 如 下 ， | 

0) BC 二 CA, 即 2Ya<b 时 .如 图 6-8, 以 BC 为 边 作 正方 形 BCDE. 以 BE， 
BA 为 渐 近 线 作 过 点 DD 的 双 曲 线 , 并 作 以 A 为 顶点 .BC 为 参数 .BA 为 轴 的 抛 


© D. E. Smith, History of Mathematics( [[ ) ,Ginn and Company, 1925,p. 455. 
©® D. E. Smith, History of Mathematics( J ),p. 456， 
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物 线 . 设 两 曲线 的 交点 为 F,G. 过 点 下 作 BA ,BE 的 垂 线 FL ,FT, 则 BL 即 为 上 
述 三 次 方程 的 解 .点 G 同样 有 此 结论 . 

阿布 。 朱德 给 出 了 几何 证 明 ,; Ss 六 arrr 一 
Saxzacpe ;所 以 BL 。 LF 一 BC:, 故 有 BL : 
BC= BC : LF, BL’ : BC’= BC : LR. 而 
LF 二 LA。BC( 因 为 下 在 抛物 线 上 ), 所 以 
BC: LF=LF: LA,BGCG : LF:= BC: LA, 
因此 BL? : BC: = 一 BC : LA, 即 BL ，。LA= 
BC ,两 边 同 时 加 上 BLi, 则 BL 十 BC = 图 6-8 
AB。，BL:, 而 AB=6,BC’ 二 a, 所 以 BL 为 方程 的 解 . 事实 上 ,阿布 .朱德 即 相 
当 于 给 出 了 双 曲 线 zy 二 Yo5 和 扩 物 线 y' 一 一 Ya(zx 一 5) ,两 方程 消去 变量 y 后 
即 得 zs- 十 ae 一 pz:. 、 - . - 

Ci BC=CA, 即 2Ya==5 时 .阿布 ,朱德 的 做 法 与 (i) 相同. 他 认为 此 时 拍 
物 线 与 双 曲 线 相 切 于 点 D, 事 实 上 这 是 错误 的 . 这 种 情况 下 ,两 曲线 除 交 点 D 
外 , 另 有 一 个 交点 ,其 在 BA 上 的 投影 位 于 点 C,A 之 间 , 阿布 。 朱 德 的 错误 后 被 
海 亚 姆 指出 ,并 给 出 几何 证 明 . 9 

(并 》BC> CA4, 即 2Va>5 时 .阿布 .朱德 认为 此 时 两 曲线 不 相交 ,因此 方 
程 不 可 解 . 这 也 是 不 正确 的 ,后 也 被 海 亚 姆 指出 ,并 举 具体 例子 zx? 十 41’ 一 80z 
和 zx 十 144 二 10z? 分 别 说 明 两 曲线 相交 和 相 切 的 情形 . 

另外 ,阿布 。 朱 德 还 考虑 了 四 项 方程 x 十 cx 十 4 二 bx’. 他 的 讨论 只 限于 cc 


<ab 且 ai 十 c V6 过 Vabc 的 情形 . 利用 双 曲 线 zy 一 Vez 十 企 和 半 国 


+ 

无 论 是 泰 比特 、 哈 崔 还 是 阿布 "朱德 ,都 只 是 解决 了 三 次 方程 的 一 些 特殊 
情形 ,而 一 般 三 次 方程 仍 悬而未决 . 这 一 工作 由 海 亚 姆 经 过 多 年 的 努力 完成 . 

海 亚 姆 1048 年 左右 出 生 于 内 沙 布尔 ,他 出 生 的 时 代 是 一 个 政局 动荡 不 安 
的 时 代 “ 海 亚 姆 "是 制造 或 经 营 帐篷 的 职业 ,说 明 他 的 父亲 或 祖辈 是 从 事 这 种 
工作 的 . 海 亚 姆 早年 在 家 乡 接受 教育 ,以 后 成 为 一 名 家 庭 教师 ,生活 十 分 清苦 ， 
没有 很 多 闲暇 时 间 从 事 科学 研究 . 正如 他 所 说 :我 不 能 集中 精力 去 学 习 这 种 代 


OD D,S. Kasir, The Algebra of Omar. Khayyam, Teacher College, Columbia University, 
1931,pp. 118—119. 
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数学 ,时 局 的 动乱 阻碍 着 我 …… ”1070 年 , 海 亚 姆 来 到 撤 马 尔 罕 ,在 当地 统治 者 
的 庇护 下 ,完成 他 主要 代数 著作 《还 原 与 对 消 问题 的 论证 》(Risala fi’l- 
barahin ala masa’il al-jabr wa 'l-muqabala ,简称 《代数 学 )). 不 久 , 海 亚 姆 应 邀 


来 到 伊 斯 法 罕 , 在 那里 管理 天 文 台 ,进行 历法 改革 . 他 在 伊 斯 法 罕 工作 的 18 年 
是 他 一 生 中 最 安 刘 的 日 子 . 

海 亚 姆 是 一 位 博学 的 科学 家 ,他 在 数学 、 天 文学 .哲学 和 诗歌 等 多 方面 都 有 
突出 建树 . 在 西方 ,他 以 诗人 而 闻名 ,他 的 四 行 诗 广 为 流 传 . (郭沫若 将 其 诗集 译 
成 中 文 ,题名 《 鲁 拜 集 》) 

海 亚 姆 在 其 代数 学 著作 中 将 所 有 次 数 不 高 于 三 次 的 方程 依 项 数 和 系数 分 
为 简单 方程 和 复杂 方程 两 大 类 共 25 种 . 0 海 亚 姆 的 分 类 包含 了 有 正 根 的 所 有 可 
能 的 三 次 方程 . 对 不 可 化 为 二 次 方程 的 13 种 类 型 的 每 一 种 , 海 亚 姆 都 设计 了 具 
体 的 二 次 曲线 ,就 每 种 方程 可 能 出 现 的 情形 进行 了 讨论 ,并 附 以 严格 的 证 明 . 例 
如 ,同样 对 于 三 次 方程 z* = 二 a 十 bz , 海 亚 姆 借助 于 所 作 的 几何 曲线 (与 阿布 。 朱 
德 的 相同 ) ,给 出 了 方程 的 正 根 个 数 与 系数 的 关系 . 首先 , 海 亚 姆 证 明了 该 方程 
有 正 根 的 必要 条 件 :b>Va. 在 5>Ya 的 情形 下 又 分 三 种 情形 讨论 : 

(GD 5>2Ya 时 ,方程 有 两 正 根 . 


GD 6 一 2 3 时 ,方程 有 两 正 根 ( 即 关 和 yz) ,指出 并 证 明了 阿布 。 朱 
德 关于 两 曲线 相 切 的 断言 的 错误 ， 


@ 奥马 ， 海 亚 姆 的 分 类 为 


(一) 简单 方程 

(1) z=a;(2) x =a;(3) z=ax;(4) x =as(5) z=br?;(6) zi=ez., 
(二 ) 复杂 方程 

I. 三 项 方程 : 

(站) 二 次 方程 : (7) z+azx=b; (8) z+b=axr; (9) zx’:=azx+b. 


(ii )》 可 化 为 二 次 的 ， (10) xz? +bz:=crs (11) rxi+cr=br; (12) z3 一 0z2 十 cz， 

(入 》 不 可 化 为 二 次 的 : (13) 2 十 cz 一 ai (14) za=cr; (15) 陪 一 cz 十 ai 
(16) za 十 pz 一 ai (17) zx;+a=br:; (18) zx’ =bzr’ 二 +a. 

卫 ， 四 项 方程 

《1 ) 三 项 等 于 一 项 ， (19) xz? 十 bx? 十 cx 二 a; (20) xz? 十 br 二 a 二 cx; (21) zs 十 cz 
十 ea 一 pz， (22) zx?=6bzx’ 二 cz 二 a. 

(ii ) 两 项 等 于 两 项 ， (23) x 十 bx? 二 cx 十 a; (24) x3 十 cx 二 bX: 十 a; 《25) xz3 十 < 一 
bx’ 十 cz. 
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(ii) 6<2 Ya<<26 时 ,方程 有 两 正 根 或 不 可 解 (事实 上 是 虚 根 ) ,并 以 具体 的 
例子 说 明了 阿布 .朱德 的 错误 . 

下 以 方程 x 十 cz 十 a 二 bxr? 为 例 ,用 现代 的 语言 和 符号 叙述 海 亚 姆 的 几何 
求解 过 程 : 

工 .他 令 BE=6, BC 二 c, 即 BC=Yc, 日 BC BE. 作 以 BC 为 底 ,AB 为 高 
的 几何 体 ,使 其 体积 为 a, 即 BC*。AB=a, 所 以 AB=£,AB 在 BE 的 延长 线 


上 .以 4 为 直径 作 半 圆 , 则 点 C 或 者 在 圆 内 或 者 在 圆 上 或 者 在 圆 外 . 

卫 . 设 点 C 在 半圆 内 , 即 BC 二 AB，BE,c?< 过 ab. 延长 BC 交 圆 于 点 Z ,以 
CZ 为 边 向 加 内 作 和 矩形 CZHM ,使 其 面积 等 于 矩形 ABCD, 则 点 互 或 者 在 圆 内 
或 者 在 圆 上 或 者 在 圆 外 . 

Ci ) 点 五 在 圆 内 .此 时 BZ 二 VAB。 BE /2 , 则 CZ 二 BZ 一 Bc=/e 一 


Vc, 因为 CZ， CM 二 AB。，BC, 所 以 


三 
HG’:= BZ:<AG. GE= (AB+CM) (BE— CM™M), 
即 


a a a 
< 
所 以 ai 十 ce? V6<Vabc. 
海 亚 姆 作 通过 点 及 且 以 CZ ,CM 为 渐 近 
线 的 双 曲线 , 则 双 曲 线 与 半圆 必 有 两 个 交点 ， 
设 为 L, N, 如 图 6-9. 过 点 工 分 别 作 AE,BZ DF 
的 垂 线 LK ,LT, 过 点 N 分 别 作 AE ,BZ 的 垂 
线 NF,，NS. 因为 Sicprr 一 S 开 cypz 一 /4 
Se 形 4Bcp ， 两边 加 上 SysxgBrrc， 则 Swsx%arPp 一 | 
SyjxgpkiT ;所 以 LK’: AK’*=BC: BK’, 而 LK’: AK’:=KE: AK, 故 BC : 
BK’=KE: AK, 即 有 BK’: 。 KE=BC. AK,X BC: . AK=BC: (AB+BK) 
二 c。BK 十 a, 所 以 
BK:+c* BK+i+a=BK:(BK+KE)=BE. BK’=b* BK’, 
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因此 BK 就 是 方程 的 解 . 同 理 可 知 BF 也 是 方程 的 解 . 
Ci) 点 吾 在 加 上 , 即 a 十 c? V6 二 Vabe. 将 亚 姐 对 此 没有 讨论 事实 上 ,此 


时 两 曲线 相交 或 相 切 . 相交 时 除 点 互 的 横 坐 标 (或 6 一 全 ) 为 方程 的 一 


yr 


个 解 外 ,方程 男 有 一 人 1 


(ii) 点 五 在 圆 外 , 即 a 十 ce? V5>Vapc. 若 双 曲 线 与 半圆 相交 , 则 情 同 
(1 7); 若 相 切 则 有 两 相等 正 根 ;否则 ,方程 无 正 根 ( 此 时 有 两 虚 根 ). 

亚 . 点 C 在 圆 上 , 即 c 一 ab 或 者 点 C 在 圆 外 , 即 c? 汪 ab. 车 两 曲线 相交 或 
相 切 , 则 情形 同上 ;否则 方程 不 可 解 ( 即 无 正 根 , 此 时 有 两 庶 根 ). 这 种 情况 下 , 海 
亚 姆 的 思路 是 在 BC 的 延长 线 上 任 取 线 段 CZ ,以 CZ 为 一 边 作 和 矩形 CZHM ,使 
其 面积 等 于 和 矩形 ABCD ,然后 再 就 点 是 的 位 置 关系 进行 讨论 . 此 与 下 中 情形 类 
似 , 海 亚 姆 没有 给 出 具体 论述 . 

以 现代 解析 几何 的 观点 分 析 , 海 亚 姆 所 作 双 曲线 方程 为 


zy 一 er 十 人 
圆 方程 为 
(+ 
二 者 消去 变量 y, 得 
z+ (2 -6)z 十 (ec 一 时)z zx 十 2az 十 生 一 0， (x) 


(x ) 式 左边 即 为 {z 十 全 je+ez+a 一 2z2)， 


车 要 完整 画 出 两 曲线 , 则 除 海 亚 姆 讨论 的 情形 外 , 圆 和 双 曲 线 的 另 一 支 除 
固定 交点 A, 下 半 部 分 与 双 曲 线 尚 有 一 交点 , 它 对 应 于 三 次 方程 的 一 负 根 . 固定 


交点 A 的 横 坐标 一 人 是 方程 (x ) 的 一 根 . 即 两 曲线 除 固定 交点 A 外 应 有 三 


交点 ( 实 交 点 和 虚 交 点 ) ,它们 对 应 于 方程 的 三 个 根 . 另外 , 海 亚 姆 的 研究 还 涉及 
到 退化 二 次 曲线 的 情形 . 0 

海 亚 姆 实际 上 给 出 了 可 能 有 正 根 的 一 般 三 次 方程 的 几何 解法 ,这 在 代数 方 
程 理论 的 历史 上 是 具有 开创 性 的 工作 ,也 是 代数 方程 理论 和 几何 学 密切 联系 的 
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LL。 阿拉伯 的 方程 论 


又 一 个 很 好 的 例子 , 

阿拉 伯 学 者 的 三 次 方程 理论 虽然 是 早期 希腊 几何 代数 方法 的 继承 和 发 展 ， 
但 又 体现 了 他 们 自己 的 创造 与 特征 . 与 希腊 几何 代数 本 质 不 同 的 是 ,阿拉 伯 代 
数 提出 明确 的 三 次 方程 作为 研究 对 象 ,而 几何 方法 仅 是 他 们 解决 这 些 方程 的 手 
段 . 作为 主要 的 几何 方法 -一 -二 次 曲线 相交 法 ,阿拉 伯 学 者 直接 承袭 自 希腊 人 ， 
但 如 上 所 述 ,无 论 是 在 其 运用 技巧 还 是 所 达到 的 成 就 上 都 比 他 们 的 希腊 先驱 者 
远 高 一 筹 .另外 ,阿拉 伯 学 者 认为 几何 方法 解 代 数 方程 ,方程 应 转化 为 几何 形式 
且 各 项 维 数 应 保持 -- 致 ,这 与 希腊 几何 代数 对 线段 .面积 和 体积 作 严 格 区 分 是 
相似 的 . 但 阿拉 怕人 同时 建立 了 “ 面 数 ”、“ 立 体 数 ” 等 概念 ,以 避免 数 与 几何 量 的 
逻辑 不 一 致 ,又 使 得 数 与 几何 量 之 间 可 以 自由 过 渡 . 三 次 方程 的 几何 解法 在 阿 
拉 伯 学 者 那里 ,特别 是 到 了 海 亚 姆 的 时 代 已 具有 一 定 程度 的 系统 性 ,但 仍 存在 
着 不 足 之 处 .首先 ,用 于 求解 方程 的 二 次 曲线 只 是 给 出 了 一 部 分 ( 双 曲 线 的 一 支 
或 半圆 ) ,并 非 完整 的 二 次 曲线 ,致使 他 们 的 考虑 带 有 一 定 的 局 限 性 ;其 次 ,他 们 
只 是 求 得 了 方程 的 正 根 , 而 负 根 和 虚 根 被 全 部 忽略 ,这 与 他 们 所 作 二 次 曲线 的 
不 完整 以 及 当时 对 负 根 的 不 接受 和 没有 产生 虚数 的 概念 有 关 ; 另 外 ,即使 是 仅 
限于 正 根 的 情形 也 仍然 不 够 彻底 . 如 海 亚 姆 在 讨论 方程 x 十 4 二 bx? 时 , 当 a 过 
bc 和 a 二 bc 时 均 有 一 正 根 被 忽略 . 而 对 于 方程 x 十 cz 二 bz’: 十 a, 当 a 过 bc 时 , 方 
程 可 能 有 三 个 正 根 ,而 他 只 求 得 一 个 

阿拉 伯 学 者 也 曾 试图 寻求 一 般 三 次 方程 的 代数 解法 ,但 均 未 获得 成 功 . 如 
海 亚 姆 所 说 ;“ 当 问题 的 对 象 是 绝对 的 数 时 ,不 论 是 我 们 还 是 掌握 这 门 技 艺 的 任 
何人 ,都 不 能 论证 这 些 类 型 的 方程 ,也 许 在 我 们 之 后 的 什么 人 能 够 得 到 不 仅仅 
包 合 三 个 低 次 短 ( 即 数 、 东 西 和 平方 ) 的 方程 的 解法 . ”一般 三 次 方程 的 代数 解 
法 直到 16 世纪 才 由 意大利 数学 家 卡尔 达 诺 在 其 著作 《大 术 》(Ar: Magna) 中 给 
出 ,但 却 采取 了 与 海 亚 姆 等 不 同 的 途径 . 


6.1.3 影响 与 结论 


综 上 所 述 ,分 析 阿 拉 伯 学 者 关于 代数 方程 求解 的 工作 ,可 以 看 到 两 条 不 同 
的 发 展 路 线 :一 是 以 花 拉 子 米 为 主要 代表 ,明确 给 出 解 的 代数 表述 或 算法 ,同时 
为 之 提供 以 出 人 相 补 原理 为 基础 的 几何 证 明 ; 另 一 则 是 以 海 亚 姆 为 主要 代表 ， 
以 二 次 曲线 相交 的 几何 方法 为 基础 寻求 代数 方程 的 解 . 这 两 条 不 同 的 路 线 有 着 
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不 同 的 思想 来 源 ,并 产生 不 同 的 历史 影响 . 以 花 拉 子 米 为 代表 的 路 线 , 本 质 上 属 
于 中 国 与 印度 的 传统 ,体现 了 东方 数学 的 特色 :以 构造 算法 为 主 , 以 出 入 相 补 型 
的 几何 证 明 为 辅 . 这 条 路 线 对 文艺 复兴 时 期 的 数学 家 的 代数 方程 研究 有 着 不 容 
忽视 的 影响 . 众所周知 ,文艺 复兴 时 期 意大利 数学 家 卡尔 达 诺 、 费 拉 里 (Ferrari， 
1522 一 1565) 等 给 出 了 三 ,四 次 方程 的 代数 解法 ,他 们 同样 附加 了 大 量 与 方程 求 
解 有 关 的 规则 的 几何 证 明 . 如 卡尔 达 诺 对 于 三 次 方程 
ZX 二 pr=g 

的 几何 证 明 , 虽 然 他 以 平面 图 形 来 表示 立体 的 情况 ,但 证 明 的 实质 意味 着 依据 
假设 将 一 立方 体 分 割 为 8 个 小 立方 体 ,并 利用 体积 关系 最 终 证 明 所 给 出 的 方程 
解 的 代数 表达 式 的 正确 性 . 卡尔 达 诺 的 这 种 证 明 方法 似 为 花 拉 子 米 二 次 方程 几 
何 证 明 在 三 维 空间 的 推广 ,与 中 国 古 代 立 体 图 形 的 割 补 损益 变换 相似 . 对 于 四 
次 方程 ,他 们 的 证 明 方法 则 更 为 典型 . D0 这样 我 们 就 可 以 看 到 中 国 或 印度 一 阿拉 


QD 参见 卡尔 达 诺 《大 术 》, 其 中 首先 证 明了 相当 于 下 列 代 效 表 达 式 的 命题 ， 
(Atat6)? =(A+a)? 二 265A 十 本 十 2ab. 
其 过 程 大 致 如 下 : 
设 正 方形 ACFE 被 分 为 两 个 正方 形 ABDP ,DQFM 以 及 两 个 矩形 BCQD ,PDME ,在 正 
方形 ACFE 外 补 加 拆 形 KEFCGH ,如 图 6-10, 则 折 形 面积 为 GC 十 2GC，。，CA, 所 以 由 面积 
关系 得 


SE#yAcHK = (AB+T BC+CG)’ 

一 (4B 十 BC)2 十 CG: 十 2GC。 CA 

一 (4B 十 BC) 十 2GC， AB+CG’ 十 2GC。BC. 
命题 得 证 ， 
卡尔 达 诺 在 将 此 命题 应 用 于 解 四 次 方程 时 , 取 等 式 中 的 A=xz?, 即 

(zx: 十 a 十 ?二 (十 a)? 十 26x? 十 所 十 2ab. 
明显 地 ,证 明 过 程 中 ,卡尔 达 诺 采取 了 对 平面 图 形 的 分 割 和 补 加 ( 移 置 ), 利 用 图 形 面积 
间 的 简单 相等 关系 得 到 结论 ， 
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伯 一 文艺 复兴 这 样 一 条 代数 方程 发 展 的 思想 线索 . 

当然 ,如 我 们 已 经 指出 的 那样 ,阿拉 伯 学 者 给 出 的 是 求 方程 精确 解 的 算法 ， 
这 使 得 他 们 在 代数 方程 领域 达到 了 中 国学 者 所 不 及 的 高 度 . 但 另 一 方面 ,阿拉 
伯 人 在 对 负数 的 认识 及 方程 估 根 等 方面 积累 的 知识 却 不 能 与 擅长 数值 求解 的 
中 国学 者 相 比 ,这 又 使 得 他 们 在 数值 求解 方面 停留 于 开 高 次 方 的 方法 而 未 能 像 
中 国 宋 元 数 学 家 那样 成 功 地 推进 到 一 般 高 次 方程 . 

至 于 以 海 亚 姆 为 代表 的 另 一 条 路 线 , 则 明显 地 是 希腊 几何 代数 的 延伸 . 利 
用 圆锥 曲线 解 一 般 三 次 方程 ,这 无 疑 是 数学 史上 的 一 区 奇 划 ,但 它 对 文艺 复兴 
时 期 的 代数 方程 理论 却 没有 产生 任何 影响 . 海 亚 姆 的 《代数 学 》 首 次 译 成 欧洲 文 
字 晚 至 19 世纪 . 了 在 此 之 前 ,欧洲 人 几乎 完全 不 知道 海 亚 姆 的 工作 . 这 项 本 来 可 
以 推动 代数 与 几何 密切 结合 的 重要 成 就 , 随 着 阿拉 伯 文 化 的 衰落 而 沉睡 多 年 ， 
与 花 拉 子 米 代 数 的 影响 堪 为 鲜明 对 照 ,这 在 数学 史上 确 是 一 个 值得 进一步 思考 
研究 的 课题 . 


8$6.2 沙拉 夫 丁 ， 图 西 对 于 三 次 代数 方程 正 根 的 讨论 


我 们 知道 ,阿拉 伯 学 者 奥马 ， 海 亚 姆 在 其 著作 《代数 学 》 中 对 含有 常数 项 的 
13 种 三 次 方程 分 别 利用 两 条 圆锥 曲线 (或 一 条 圆锥 曲线 与 一 个 圆 ) 相 交 的 方法 
给 出 了 其 解 的 几何 构造 , 且 指出 方程 根 的 数目 依靠 圆锥 曲线 (或 圆 ) 交 点 的 个 数 
( 仅 局 限于 有 正 根 的 情形 ). 2 然而, 海 亚 姆 的 著作 中 既 没 有 画 出 圆锥 曲线 (或 圆 ) 
的 图 形 , 也 没有 精确 地 给 出 曲线 交点 个 数 和 三 次 方程 系数 之 间 的 关系 以 及 方程 
的 根 与 方程 系数 之 间 的 关系 ,也 就 是 说 海 亚 姆 的 讨论 在 某 种 程度 上 来 说 只 是 定 
性 的 . 继 海 亚 姆 之 后 ,阿拉 伯 学 者 沙拉 夫 丁 。 图 西 在 海 亚 姆 工作 的 基础 上 , 进 一 
步 讨论 了 三 次 方程 . 他 同 海 亚 姆 一 样 将 小 于 等 于 3 次 的 代数 方程 依 系数 分 为 25 
种 ,对 于 18 种 三 次 方程 ,沙拉 夫 丁 ， 图 西 又 分 为 三 组 :不 含 常数 项 的 5 种 ; 含 常 
数 项 ,但 对 任意 正 系数 都 有 (至 少 有 ) 一 个 正 根 的 三 次 方程 8 种 ; 含 常 数 项 ,在 确 


©D 下 Woepcke, 工 algepre d ‘Omar Alkhayyarmi 1851. 

@ 在 奥马 。 海 亚 姆 之 前 已 有 许多 阿拉 伯 学 者 研究 过 三 次 方程 ,如 泰 比特 、 哈 内 以 及 阿 
布 。 朱 德 等 ,他 们 都 曾 利用 圆锥 曲线 (或 图 ?相交 的 方法 解决 了 某 些 特殊 类 型 的 三 次 方程 ,但 
均 未 画 出 过 曲线 的 图 形 ,以 至 于 所 有 的 中 世纪 学 者 也 是 如 此 . 奥马。 海 亚 姆 的 工作 参见 D. 
S. Kasir, The Algebra of Omar Khayyam yy Columbia University,1931. 
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定 条 件 下 有 ( 正 ) 根 的 5 种 . 沙拉 夫 丁 。 图 西 代数 学 著作 的 第 一 部 分 讨论 了 二 次 
方程 以 及 三 次 方程 的 前 两 组 ,他 利用 和 海 亚 姆 相同 的 方法 给 出 了 这 些 三 次 方程 
根 的 几何 构造 ,并 给 出 了 具体 数字 方程 的 数值 解法 ;第 二 部 分 则 用 来 论述 三 次 
方程 的 后 一 组 ,也 就 是 用 来 讨论 : 


Z3 十 C 一 0z2 ; (1) 
zx’ a=bz; (2) 
ZX 十 br’ 十 4 二 cx (3) 
TX’ 十 cx 十 a 二 br?; (4) 
TX’ 十 a 二 bx? 十 cz (5) 


5 种 类 型 的 方程 . 不 同 于 海 亚 姆 ,沙拉 夫 丁 。 图 西 给 出 了 这 5 种 方程 的 ( 正 ) 根 和 
方程 系数 之 间 的 精确 关系 ,从 而 由 定性 的 讨论 上 升 到 定量 的 论述 ,充实 ,发 展 了 
中 世纪 的 方程 论 . 

海 亚 姆 的 三 次 方程 的 几何 理论 ,是 通过 几何 图 形 的 巧妙 构造 寻找 方程 根 的 
几何 表示 ,他 的 思想 是 建立 在 几何 的 基础 上 的 ， 沙拉 夫 丁 ，。 图 西 则 不 然 , 他 超越 
了 这 一 传统 的 框架 ,讨论 中 引入 了 函数 概念 . 尽管 几何 方法 仍然 是 其 讨论 过 程 
中 的 主要 方法 ,但 函数 的 思想 却 贯 穿 始终 ,几何 方法 不 过 是 沙拉 夫 丁 ， 图 西 表 
现 其 思想 的 方式 .手段 

记 f(z)= 二 mz 十 nx 十 rz， 了 (x) 二 a 表示 沙拉 夫 丁 。 图 西 的 上 述 5 种 方程 ， 
则 他 的 思想 方法 大 致 可 概括 为 以 下 几 个 方面 : 

(LIL》 函数 f(z) 一 zs 十 zz2 十 rz, 当 工 满足 方程 3mz? 十 2nz 十 r==0 时 ( 取 
正 根 , 若 有 两 焉 根 取 较 大 者 ),F(z) 取 最 大 值 . 即 设 x。 为 方程 3mz? 十 2nz 十 r= 二 0 
的 正 根 (有 两 正 根 取 较 大 者 ) , 则 任 给 zx 夭 zo(z>0) ,有 jz)< yzo). 

( 卫 ) z 为 函数 方 名 (zy=a 的 解 当 且 仅 当 y 一 z 一 zo 为 方程 

nyt me tm y=a— fro) : (6-2-1) 
的 解 , 从 而 将 求 f(x) 二 a 的 一 根 转化 为 求 辅助 方程 (6-2-1) 的 一 根 . 
( 提 》z 为 方程 f(z)==a 的 解 , 当 且 仅 当 y= 二 zo 一 z 为 方程 
my’+a— f(zo)=(3mzo tn)y (6-2-2) 
的 解 (这 里 沙拉 夫 丁 图 西 取 y 为 最 小 正 根 ), 从 而 将 求 f(x) 二 a 的 另 一 根 转化 
为 求 辅助 方程 (6-2-2) 的 一 根 . 

(NW) 特别 地 ,针对 第 (1) 种 方程 ,沙拉 夫 丁 .图 西 依 ( 卫 ) 求 出 其 一 根 zi 后 ， 

并 未 沿袭 (于 ) 的 步骤 ,而 是 利用 多 项 式 x; 一 bx’ 十 a 与 xz 一 zi 的 商 式 一 一 一 个 
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二 次 多 项 式 , 求 得 [(x) 二 a 的 另 一 根 . 

(V ) 讨论 了 方程 的 根 的 上 下 界 . 

对 于 上 述 5 类 方程 , 海 亚 姆 如 前 所 述 同 样 利 用 圆锥 曲线 (或 圆 ) 相 交 的 方法 
给 出 它们 的 解 的 几何 构造 (并 就 每 类 方程 依 系 数 的 不 同 关系 分 为 不 同 的 情形 进 
行 了 讨论 ). 沙拉 夫 丁 ， 图 西 的 讨论 则 省 掉 了 这 一 重复 的 过 程 ,他 将 问题 转化 为 
上 面 的 分 析 过 程 . 由 于 对 辅助 方程 的 根 ,沙拉 夫 丁 ， 图 西 在 其 著作 的 第 一 部 分 
已 用 圆锥 曲线 相交 的 方法 构造 出 来 或 可 通过 数值 解法 求 得 ,所 以 他 著作 的 第 二 
部 分 并 没有 出 现 圆锥 曲线 (或 圆 ). 从 这 种 意义 上 讲 , 他 的 分 析 过 程 是 定量 的 . 下 
面 将 具体 介绍 沙拉 夫 丁 。 图 西 的 这 一 工作 . 


6.2.1 沙拉 夫 丁 .图 西 对 于 方程 3 十 4 二 bx 的 讨论 


首先 ,沙拉 夫 丁 ， 图 西 说 明 方程 (2) 的 ( 正 ) 根 必 满 足 r<vV8. 设 AB? 一 5 即 
AB=V6,AE 二 x, 如 图 6-11 所 示 , 则 方程 可 化 为 AE(AB: 一 AF?) 一 a, 即 
AE[a8] 一 a. 这 里 [a8] 表 示 折 形 BaMNBE 的 面积 ,[a 由 一 BE(CAE 十 AB), 因此 

AE . BE(AE+AB)=a. M 
然后 ,沙拉 夫 丁 ， 图 西 给 出 了 如 下 引 理 : 


引 理 ” 设 [A7] 二 二 [Aa], 则 当 AE 一 AD 时 ， 


N 
AE[a8] 取 最 大 值 . 
沙拉 夫 丁 。 图 西 分 4E< AD 和 AE>>AD 两 种 | 


情形 证 明 , 他 证 明 两 种 情形 下 总 有 AD[ay]> 4 一 一 声 扩 
AE[a8]. 这 里 , 引 理 的 条 件 [A] 一 地 [A8], 也 就 是 图 6-11 


a 


AE==AD/ 攻 . 即 当 x=/ 亿 时 ,f(z) 一 bz 一 取 最 大 值 也/ 己 . 拉 塞 德 认为 


沙拉 夫 丁 ， 图 西 该 引 理 的 思想 基础 是 一 阶 导数 的 概念 ,他 称 沙 拉夫 丁 。 图 西 已 
经 有 了 导数 的 概念 , 且 已 成 为 他 三 次 方程 求解 的 一 个 组 成 部 分 ,但 在 当时 由 于 
符号 系统 的 缺乏 等 原因 ,导数 概念 的 使 用 只 是 偶 有 发 生 , 并 未 被 普遍 使 用 和 进 
一 步 发 展 ,沙拉 夫 丁 ， 图 西 在 其 著作 中 则 删 掉 了 导数 概念 的 使 用 这 一 过 程 , 借 
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和 一 


助 于 几何 方法 综合 地 得 到 了 上 述 命题 .和 显然 ,利用 现代 数学 工具 ， 


7(z) 一 bz 一 必 取 最 大 值 当 且 仅 当 (x) 一 6 一 37 一 0, 即 x=\/ 全 .然而 ,并 没有 


明确 的 证 据说 明 中 世纪 的 阿拉 伯 学 者 (以 至 于 所 有 其 他 国家 和 地 区 的 学 者 ) 确 
已 有 了 导数 的 概念 . 霍 根 迪 耶 克 (Jan P. Hogendijk) 则 认为 沙拉 夫 丁 。 图 西 得 到 
上 述 结果 并 非 利 用 导数 概念 ,而 可 能 是 借助 传统 的 几何 方法 分 析 得 到 ,并 给 出 
综合 证 明 . 作者 的 观点 更 倾向 于 后 者 . 一 者 ,当时 的 数学 知识 和 实际 背景 还 没有 
为 导数 概念 的 产生 提供 成 熟 的 条 件 , 虽 然 早 已 有 了 无 穷 小 概念 及 原始 的 极限 概 
念 ,但 在 当时 还 未 发 展 成 熟 , 对 其 本 质 的 认识 仍 不 够 深刻 ,实用 技术 对 这 一 理论 
的 需要 还 不 够 迫切 ;再 者 ,符号 系统 的 缺乏 和 传统 观念 的 影响 也 阻碍 了 人 们 对 
这 一 理论 的 涉足 . 因此 ,我 们 更 倾向 于 为 沙拉 夫 丁 ， 图 西 的 结论 提供 传统 方法 
的 分 析 . 
记 f(z)=bx 一 zx: 二 AB?。z 一 xz’,D 为 E,B 之 间 的 任 一 点 ,FF 为 A,E 之 间 
任 一 点 ,如 图 6-11, 则 
f(AE)=AE[Lap], 
f(AD)=AD[Lay], 
f(AF)=AF[ad]. 
f(AE)— f(AD)=—=AE[LaB]—AD[Lay]=AEL7yB])— DE[ay]=DE(AE(AE 
十 AD) 一 [ay])， 
f(AF)— f(AE)=AF[ad]— AE[a8]=AF[B3]— EF[ag]=EF(AF(AF+ 
AE)—[Lag]). 
要 使 得 f(AE) 为 最 大 值 , 则 必须 满足 以 下 条 件 : 
(1) AECAE+AD)>[ay]; 
Ci ) AFCAF+AE)<[a8]. 
因为 AE(AE 十 AD)>2AFE’,AF(AF 十 AE) 二 24F,[a8] 之 [ayj, 所 以 ,如 
2AFF 之 [a8], 则 (i) 成 立 ; 如 2AE* 志 [a8], 则 (Ci) 成 立 . 因此 ,如 果 巨 点 能 够 使 
得 
2AF’ =[aB] 


@ 在 The development 中 ,R. Rashed 曾 多 次 提 到 沙拉 夫 丁 。 图 西 在 其 代数 学 著作 中 利 
用 实际 相当 于 一 阶 导 数 概念 求 函数 表达 式 的 最 大 值 . 
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成 立 , 则 fCAE) 为 最 大 值 . 设 AE 二 zx, 则 由 上 式 可 得 


= /2 
工 了 


这 正 是 沙拉 夫 丁 ,图 西 引 理 中 的 条 件 . 
证 明 引 理 之 后 ,沙拉 夫 丁 ， 图 西 分 三 种 情形 讨论 了 方程 (2) 的 解 的 情形 ; 


当 AD[ay]<a( 即 6 和/ 乌 <) 时 ,由 于 AE[a8]<AD[ay], 所 以 方程 无 根 ; 
当 AD[ay] 二 a( 即 邹 6 二 一 a) 时 ,方程 有 唯一 ( 正 ) 根 , 即 = 一 \/ 筷 ( 此 时 
/入 为 方程 (1) 的 重 根 ); 


当 AD[ay]>a( 即 和 5b、/ 包 >) 时 ,沙拉 夫 丁 .图 西 令 
AD[ay] 二 a 十 & (& 为 正 数 ). 

随后 ,考虑 辅助 方程 

yhk=3AD .yy’， (6) 
并 证 明 该 方程 的 ( 正 ) 根 y 二 BE<AD. 事实 上 ,沙拉 夫 丁 ， 图 西 的 证 明 是 不 充分 
的 .如 设 g(y)=3AD yy 一 y, 则 g'(y) 一 34D，2y 一 3y?. 由 8g(y) 一 0, 得 y= 
0 或 y= 二 2AD. VyE(0,24D), 有 gf Cy)>0, 因 此 gCy) 在 [0,AD] 上 单调 递增 ， 
且 g(0)==0,g(AD)==2AD:. 由 二 AD[ay]==2AD3 ,所 以 必 存 在 yo € [0,ADJjJ， 
使 得 g(yo) = 二 &. 另 外 ,VYyE (24AD,3AD), 有 gg (y) 过 0. 因此 g(y) 在 [2AD， 
3AD] 上 单调 递减 , 且 g (24D) = 二 44D;,g (3AD) 二 0, 故 必 存 在 yxy, € [2AD， 


3AD], 使 得 gCy1) 一 k. 所 以 方程 (6) 有 两 正 根 . 沙拉 “ 
夫 丁 。 图 西 的 意图 是 证 明 方 程 (2) 最 小 根 的 存在 . 他 -| 
设 DG 为 (6) 的 根 , 并 取 D 瓦 = DG,AQ=24D, 如 图 加 

6-12, (2) 可 化 为 DH:， GH =&, 随 后 证 明 AH 为 方 @ A HDGB 


程 (2) 的 一 根 , 且 AH<AD. 

另外 ,沙拉 夫 丁 ， 图 西 进一步 考虑 了 另 一 辅助 
方程 | 

二 3AD，。y:=k, (7) 

并 以 同样 的 方式 证 明了 车 % 为 (7) 的 根 (唯一 正 根 ), 则 z 二 AD 十 y。 为 方程 (2) 
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的 根 .这样 , 沙 接 夫 村。 图 西 在 条 件 AD[eyj>a 即 盖 5/ 瑟 >a 之 下 , 求 得 方程 
的 两 个 正 根 zl ,zs , 且 1 <AD- ,>AD= En 显然 ,辅助 方程 中 的 二 
AD[ay]—a=2 /Sa. 令 二 /中 一 y, 代 入 方 程 (2) 得 

2 -te (V3) (VF) 

和 -名 /名 -3y(VE) + y—y—b +6yta 


同样 , 令 z 一 +y 代 人 (2) ,可 得 


十 3 EE 3/3 一 a。 


邯 沙 拉夫 丁 。 图 西 考虑 的 辅助 方程 (6)(7)? 可 分 别 通过 变换 一 人 一 》 和 工 一 


/ 吾 4y, 由 力 各 多 而 得 此 外 ,沙拉 夫 丁 。 图 西 的 讨论 AD[a7]>a 即 和 / 儿 


>>a 人 5 一 27a?>>0 时 ,方程 有 正 根 ;AD[ay]<a 即 4 一 27o:<<0 时 ,方程 不 可 
解 (无 正 根 ) 沙拉 夫 丁 。 图 西 给 出 了 此 类 方程 的 判别 式 条 件 . 


. .62.2 2 沙拉 夫 丁 ， 图 西关 于 方程 3 十 4 二 bz? 十 cz 的 解法 


f(D betes Xz :, 则 方程 (5) 可 写成 f(x) 二 a. 沙拉 夫 丁 。 图 西 依 方 
程 (5) 的 系数 5,c 之 间 的 关系 分 三 种 情形 :5=Yc;5>Yc;5<Yc ,并 利用 几何 方法 
讨论 了 (5) 的 解 的 情况 . 他 的 论述 虽然 是 以 几何 的 形式 给 出 , 却 完全 可 以 用 现代 
的 符号 以 代数 的 方式 表述 出 来 .下 面 我 们 将 沿 着 钞 拉夫 丁 。 图 西 的 论述 以 代数 
的 形式 简 述 其 求解 方程 65) 的 过 程 . 

I. b=Yc. 


To 
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沙拉 夫 丁 。 图 西 首 先 证 明 这 种 情形 下 方程 (5) 有 解 ( 正 根 ) 的 必要 条 件 是 a 
过 5. 他 将 (5) 的 解 分 为 zx>>Vc 和 xz<Vc 两 种 情况 讨论 ,随后 得 出 结论 : 
a 之 时 ,方程 (5) 无 ( 正 ) 根 ; 
a 二 BW 时 ,方程 (5) 有 唯一 ( 正 ) 根 Yc( 此 时 为 重 根 ); 
a 二 5 时 ,方程 (5) 有 两 个 根 . 
当 a<B 时 ,考虑 辅助 方程 
y+2by: = —a., (8) 
设 % 为 (8) 的 ( 正 ) 根 , 则 
， yyo 十 20) 十 a 二 5， 
两 边 同时 加 上 yo 得 
yo (yo tb) +ta=b 二 bh yo, 
再 同时 加 上 6bCyo 十 6)? 得 
(yotb) 二 +a=B (6 yo) Tb(yo 0)’, 
因此 8 十 % 为 方程 (5) 的 解 . 由 (8) 得 6 过 《yo 十 20) 过 BF, 所 以 yo 二 5b,6 十 yo 过 26. 
对 于 方程 (5) 的 另 一 根 ,考虑 辅助 方程 
23 十 上 一 a 一 26z?， (9) 
设 z 为 (9) 的 较 小 根 ( 则 zo 过 5) 吕 , 同 样 可 以 证 明 2 一 z 为 方程 (5) 的 解 . 显然 8 
一 2 之 0, 方 程 (5) 的 两 根 存 0 与 265 之 间 . 
~ I. 6>we. 
沙拉 夫 丁 ， 图 西 首先 证 明 如 下 引 理 ; 
引 理 ” 当 之 为 方程 26y 十 c 二 3y? 的 解 ( 正 根 ) 时 ,函数 f(z) 取 最 大 值 . 即 设 
yo 为 方程 20y 十 c 一 3y 的 ( 正 ) 根 , Yz 天 yz>0, 有 f(x) 三 f(yo). 


沙拉 夫 丁 。 图 西 首先 证 明 Ve<<y<2. 事实 上 

“21/4 4 2 2,\° 4 2 2,\7 ,4 
Iata _ _3W(ss) ts OW (30) ta 
C 7 yo 2 ’” 


2 
然后 分 yo 三 x 过 b,x 二 b,x 之 6Wc 达 rz 之 yoyz 二 Yc 和 zx 过 Ve 等 6 种 情况 分 别 证 明 


@ 沙拉 夫 丁 。 图 西 在 其 闭 作 第 二 部 分 关于 方程 十 a 二 Br? 的 讨论 中 已 得 出 当 56>2Ya 
时 ,方程 一 根 位 于 0 与 Ya 之 间 ，, 另 一 根 位 于 VC 与 已 之 间 ， 与 奥马 。 海 亚 姆 的 讨论 相同 . 这 里 ， 
车 应 用 于 方程 (9), 则 可 得 方程 (9) 的 较 小 正 根 2 过 YB 一 a<6b， 
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.| 
了 该 引 理 . 
当 yo 过 Xz 过 65 时 ， | 
brier—r (br)r cr=% bz) (ry (rt yo) (6—z) 十 cy 
十 c(CZz 一 和 y)， | 、 (10’) 
by teyo — y= yb—y) teyo = yb—7) + (zr—y) 二 cy, (10”) 
所 以 
bys tcy— ybr—czr tr’ 


= (ry) yi— (rz—y) ry) br)—c(zr— yo) 


=(z—y)[L(y me) — (rty) (6— zr)]. (10) 
因此 要 证 明 引 理 成 立 , 只 需 证 明 (10) 式 中 
yc> (zty) 6—z). (11) 


由 于 
yc—=2y0 (6— yo0)=2y0 (rT— Yo) 二 2y0 (6— 7), 
(ZX yo) (6b—z)=2y0 (60— z+ (zr— yo 6— zz), 


2y,—36h/ (26) 十 分 c> 生 > 一 z， 

所 以 (11)? 式 成 立 , 因 此 有 (10) 之 0, 引 理 得 证 . 

当 z=b 时 ， 

fly)— fr)= (ry) (yO—ce)>0, 

引 理 成 立 . 

同样 的 方式 沙拉 夫 于 ,图 西 证 明了 其 他 几 种 情况 下 引 理 成 立 . 

由 (10) 及 (10”) 式 可 知 * 当 时 沙拉 夫 丁 。 图 西 似乎 并 不 知晓 立方 盖 公 式 a 
一 记 二 (一 0(a: 十 a6 十 开 ) ,而 人 10 7)(10 7 中 的 恒 等 转化 则 说 明 他 可 能 意识 到 as 
一 因 式 分 解 中 因子 a 一 6 的 存在 ,但 也 可 能 来 自 几 何 的 观察 (数学 史家 霍 根 迪 
耶 克 利用 传统 的 几何 方法 提供 了 该 引 理 的 分 析 方 式 的 证 明 ). @ 由 此 沙拉 夫 丁 ， 
图 西 得 出 : 

当 f(yo) 之 a 时 ,方程 (5) 无 ( 正 ) 根 ; 

当 f(yo)==a 时 ,方程 (5) 有 唯一 根 , 即 y%( 重 根 ). 


@ Jan P. Hogendijk, “Sharaf al-Din al-Tisi on the Number of Positive Roots of Cubic 
Equations” , Historia Mathematica ,16(1989) ,pp. 69 一 85. 
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第 六 章 
[。 阿拉 伯 的 方程 论 
之 后 ,他 分 (| ) a 之 bc; (i ) a 二 bce;( 诈 ) a 过 bc 三 种 情况 进一步 讨论 了 
了 (yo) >a 时 ,(5) 的 根 的 情形 . 
(1) a>bc., 
沙拉 夫 丁 。 图 西 考虑 辅助 方程 . 
+3y—Dy =f(y0) —a. (12) 
设 y 为 (12) 的 根 ,他 首先 证 明 1 过 6 一 yo 然后 证 明 yo 十 yi 为 方程 (5) 的 根 . 
(yi—e) yi =2yo (6— yo) yi = 2y yi1 (0— yo—y1) +2y y? 
=2yoy 6— yy yO yo— yy (3y —6+y1) 
=y(b—yo— yi) (yy ) yi (3y by1)= (A), 
两 边 同 时 加 上 cyo 十 y1) 得 
- OteCyo ty) yy tey = (A +e ty). 
上 式 两 边 同时 加 上 ye Cb— yo yy ) 得 
fly)=y 6b— yo) Heyo = yiyi tecyot yb— yo— yi1) 
=(A)Tc(yo yi) Ty (6 yo— 1) 
=c(yoT yi)t (BD— ym— yi) (yt yi) 二 yi (3yo mbt y1). 


而 
fy)—a=yit+ (3y —D) y= yi (3y —6+y), 
所 以 
a=c(yo 十 y1) 十 (5 一 yo 一 y1) (yo 二 yy1)? 3 


因此 
| blyot yi 二 TcCyoT yi)= (yo 二 Ty ) 二 a. 
即 yo 十 (ys 十 yi 过 5) 为 方程 (5) 的 根 . 
另外 ,沙拉 夫 丁 ， 图 西 还 考虑 了 辅助 方程 
2 十 f(y)—a= (3y0—0)z’. (13) 
设 zi 为 (13) 的 ( 较 小 ) 正 根 ， 类 似 于 上 面 的 证 明 ， 沙拉 夫 丁 。 图 西 得 到 yo 一 zi 为 
廊 程 (5) 的 另 一 根 . 

(和 a 二 bc. 容易 证 明 6 就 是 方程 (5) 的 根 ( 重 根 ). 

( 诈 》a<bc. 沙拉 夫 丁 。 图 西 同样 考虑 了 辅助 方程 (12) ,并 用 相同 的 方法 证 
明了 此 时 (12) 的 根 yi 之 5 一 y ,然后 证 明 yo 十 yi 为 方程 (5) 的 根 . 类似 于 (i) 的 
情形 ,沙拉 夫 丁 ， 图 西 还 考虑 了 辅助 方程 (13) ,车 zi 为 (13) 的 根 , 则 yo 一 zi 为 方 
程 (5) 的 根 , 证 明 过 程 与 上 述 相 似 . 
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H. 5< ve. 
类 似 于 5> Vc 的 方式 ,沙拉 夫 丁 ， 图 西 证 明 5< Vc 时 引 理 成 立 , 且 讨论 了 方 
程 (5) 的 根 的 情形 . 


总 之 ,对 于 类 型 (5) 的 方程 ,尽管 他 依 系 数 间 关系 分 为 各 种 不 同 的 情况 进行 
讨论 ,但 都 考虑 了 辅助 方程 
十 py: 二 gq 及 y* 十 gq 一 py’, 这 里 p,qg>0: 
当 b= Ye, p=—26,g—P ~a; 
当 6FZYVE 时 ,p= 二 3yo 一 5,g== f(yo) —a. 
两 个 辅助 方程 可 以 通过 变换 x 二 r 十 y 和 z 一 r 一 y (5 二 Yc 时 ,r= 二 b;bYc 时 ,7 二 
yo) 由 方程 (5) 得 到 .用 相同 的 方法 ,沙拉 夫 丁 ， 图 西 讨论 了 (3) 和 (4) 两 种 类 型 
的 方程. 在 其 论述 的 过 程 中 ,同样 证 明了 相似 的 引 理 . 对 于 类 型 (3) ,沙拉 夫 丁 。 
图 西 斯 证 明 当 z 满足 方程 
3z2 十 2az 一 6 
时 ,函数 
f(x)=br— zx 一 QZ 
取 最 大 值 . 对 于 类 型 (4) ,他 证 明 当 x 满足 方程 
3z: 十 b= 二 2ax 
时 ,函数 
J(z) 一 a22 一 Ta 一 DZ 


取 最 大 值 . 对 类 型 (3)(4) 的 解 的 讨论 过 程 与 前 面 的 论述 相似 ,但 类 型 (1) 的 讨论 
有 所 不 同 . 这 里 ,沙拉 夫 丁 ， 图 西 首先 证 明 当 z 一 也 时 ， 琢 数 f(z) 二 azx? 一 
取 最 大 值 ,并 考虑 了 辅助 方程 


yay’ -i —c, 


设 其 根 为 ,他 证 明 Ti1=mtt yl 为 方程 (1) 的 一 根 ( 以 上 讨论 与 其 他 方程 相 
同 ). 但 在 求解 方程 (1) 的 另 一 根 时 , 却 采 用 了 与 其 他 方程 不 网 的 方法 . 他 借助 于 
二 次 方程 
z+(ri—azr=xrx(a— zx) (14) 
求 出 了 方程 (1) 的 另 一 根 .不 难看 出 , 若 zx! 为 多 项 式 xz? 一 ax* 十 c 的 一 根 , 则 多 项 
式 z | 
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2 十 (Zi 一 az 十 NTC2CTG) . 
正 是 衬 一 az 十 < 与 一 2 的 商 式 ; 显然 (14) 的 根 也 是 (1) 的 根 . 这 是 山 拉 吉 和 
六 马 矶 尔 多 项 式 理论 在 代数 方 奉 领域 的 继承 和 应 用 


6.2.3 结语 


”沙拉 天 丁 ;图 商 三 次 方程 正 根 的 讨论 ,虽然 借助 于 几何 的 方法 ,但 其 思想 
在 某 种 程度 上 可 以 说 是 一 种 函数 的 思想 ,是 代数 分 析 方法 的 几何 形式 的 体现 . 
沙拉 夫 械 ， 图 西 的 工作 并 不 完善 ， 仍 存在 着 一 些 缺 陷 ,他 没有 给 出 这 些 方程 的 
所 有 正 根 . 如 方程 (5) 的 讨论 ， 在 0> \c,a 一 6 时 ,他 只 证 明 < 一 4 为 其 根 , 忽 略 


了 另 一 正 根 Yc. 另外 ,所 有 方程 的 负 根 (或 虚 根 ， 当时 还 没有 虚数 的 概念 ) 都 没有 
被 接受 ,并 将 方程 无 正 根 的 情形 称 为 “不 可 能 ”情形 (奥马 ， 海 亚 姆 、 花 拉 子 米 等 
其 他 阿拉 伯 学 者 也 同样 如 此 ). 尽管 如 此 ,沙拉 夫 丁 "图 西 三 次 方程 正 根 的 讨论 
在 当时 仍 是 领先 的 ,同时 代 的 其 他 国家 的 学 者 没有 给 出 这 一 问题 的 如 此 完整 的 
”比较 沙拉 夫 丁 ， 图 西 三 次 方程 正 根 数 目的 讨论 与 希腊 几何 代数 中 有 关 方 
程 的 论述 ( 见 上 节 ) ,可 以 看 出 虽然 二 者 都 是 以 几何 的 形式 体现 出 来 ,但 存在 着 
本 质 的 不 同 . 

(1) 前 面 的 分 析 可 以 看 出 沙拉 夫 丁 * 图 西 问题 讨论 的 关键 :一 是 引 理 的 证 
明 ,也 就 是 寻找 函数 f(z) 取 最 大 值 时 自 变 量 z 的 值 ( 或 z 满足 的 关系 式 ); 二 是 
问题 转化 的 思想 . 他 的 过 程 虽 是 以 几何 的 形式 给 出 ,也 没有 给 出 具体 的 变换 ,但 
实质 上 即 是 从 对 方程 f(z) 二 a 的 讨论 转化 为 两 个 辅助 方程 (6-2-1) 和 (6-2-2) 的 
讨论 。 函数 概念 的 引入 和 问题 转化 的 思想 是 希腊 的 几何 代数 中 所 没有 的 . 

(2) 在 沙拉 夫 丁 。 图 西 的 著作 中 ,代数 方程 是 明确 给 出 的 , 且 数 和 几何 量 已 
默认 为 可 以 自由 过 渡 , 不 存在 逻辑 上 的 矛盾 ;而 希腊 几何 代数 则 纯粹 是 几何 形 
式 的 表述 ,并 未 涉及 任何 代数 的 形式 , 它 的 代数 意义 是 后 人 通过 考察 而 揭示 的 . 

文艺 复兴 时 期 ,沙拉 夫 丁 。 图 西 的 问题 转化 思想 在 方程 理论 中 重新 被 体现 
出 来 ,卡尔 达 诺 的 《大 术 》 最 为 明显 . 它 求 解 一 般 三 次 方程 的 关键 之 一 就 是 选择 
各 种 适当 的 变换 ,将 各 类 三 次 方程 都 转化 为 三 种 特殊 情形 ,也 就 是 :十 px 一 gq; 
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十 g 一 px;z’ 二 pz 十 g (p,4 为 正 数 ), 且 也 给 出 了 相应 的 几何 证 明 @. 虽然 沙拉 
夫 丁 ， 图 西 和 卡尔 达 诺 的 几何 证 明 具有 较 大 的 差异 , 且 沙 拉夫 丁 . 图 西 的 讨论 
和 卡尔 达 详 的 相 比 缺 乏 一 般 性 ,但 两 位 学 者 在 三 次 方程 求解 的 思想 上 具有 一 致 
性 ,都 是 将 要 求解 的 方程 转化 为 某 种 特殊 方程 进行 求解 ,都 体现 了 一 种 问题 转 
化 的 思想 . 卡尔 达 诺 的 方法 在 某 种 程度 上 可 以 说 是 沙拉 志 丁 ;图 西 思想 的 继 
承 、 发 展 和 完善 . 所 不 同 的 是 :一 方面 ,沙拉 夫 丁 。 图 西 的 讨论 是 在 他 著作 第 一 
部 分 关于 三 次 方程 几何 解法 和 数字 方程 数值 解法 的 基础 上 展开 的 ,卡尔 达 诺 则 
给 出 了 三 种 特殊 的 三 次 方程 的 具体 代数 解法 ; 另 一 方面 ,虽然 二 者 的 论述 都 是 
以 几何 形式 体现 出 来 的 ,但 沙拉 夫 丁 。 图 西 未 给 出 方程 解 的 相当 于 代数 形式 的 
表述 ,卡尔 达 诺 则 首先 明确 给 出 了 方程 解 的 代数 表述 ,然后 为 其 代数 方法 提供 
几何 证 明 ( 或 解释 ). 


© G. Cardano, The Great Art, Translated and edited by T. R. Witmer, The MIT Press. 
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阿拉 伯 插 值 法 的 比较 研究 | 


插值 法 是 计算 数学 中 一 种 常用 的 函数 逼近 方法 .古代 的 天 文 计 算 与 之 有 着 
密切 的 关系 ,特别 是 在 古代 中 国 的 天 文 计算 中 , 它 是 一 种 最 常用 的 方法 之 一 . 随 
着 天 文学 的 发 展 ,希腊 、 印 度 以 至 于 后 来 的 阿拉 伯 在 天 文 历法 的 计算 中 则 沿 着 
不 同 于 中 国 的 道路 发 展 ,它们 都 先后 建立 了 “三 角 术 ”. 而 “三 角 术 ”的 使 用 与 插 
值 法 又 有 着 非 同一 般 的 关系 , 中 世纪 的 阿拉 伯 人 一 方面 把 插值 法 应 用 于 三 角 函 
数值 的 近似 计算 , 另 一 方面 ,特别 是 到 后 期 ,又 直接 作为 天 文 历 法 计算 的 一 种 方 
法 . 本 章 从 比较 的 角度 考察 了 阿拉 伯 的 插值 法 . 


§7.1 插值 法 的 早期 背景 


早 在 公元 2 世纪 ,希腊 天 文学 家 托 勒 密 在 其 天 文学 巨著 《大 汇编 3 中 就 使 用 
了 线性 插值 计算 正弦 函数 值 . 他 首先 基于 当时 已 知 的 不 等 式 


Sinaw 实 
直 si < 和 (p<a<) 


求 出 了 1" 的 正弦 值 ,然后 给 出 了 0" 一 90" 之 间 间 隔 为 ( 却 ) 的 正弦 表 . 表 中 给 出 


对 应 于 连续 整 度 数 函 数值 的 一 阶 差分 值 的 讽 的 数值 ,这 是 用 来 计算 其 他 角度 的 
正弦 函数 值 的 . 事实 上 , 若 记 y, 为 托 勒 密 正弦 表 中 连续 整 度 数 =, 的 正弦 值 ， 
Ay, 二 ys+1 一 为 对 应 于 y, 的 一 阶 差分 值 , 插 值 点 间隔 4 一 1", 以 现代 符号 表示 
则 相当 于 给 出 了 线性 插值 公式 
站 * Ayn， 
其 中 zx, 二 X 过 zs+i1. 
印度 学 者 婆罗 摩 竹 多 在 其 天 文学 著作 《婆罗 摩 修 正体 系 )(628 年 ) 中 也 描述 


了 插值 系统 . 他 给 出 一 分 为 四 列 的 正弦 表 , 第 一 列 为 间隔 是 15° 的 角 , 第 二 列 为 
对 应 于 前 列 各 和 角 的 尺 。sinb(R 王 150) 的 值 , 第 三 列 和 第 四 列 分 别 为 函数 值 的 一 
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阶 和 二 阶 差分 . 婆罗 摩 租 多 的 主要 目的 在 于 二 次 插值 ,他 的 二 次 插值 系统 即 是 
在 线性 插值 公式 


的 基础 上 首先 借助 于 所 给 正弦 表 计 算 
Ltn, 人 -| Ays + Ayn-1 
d 2 2 ’ 


然后 以 此 式 代替 线性 插值 公式 中 的 Ay,. 因此 ,婆罗 摩 稚 多 的 二 次 插值 公式 即 
相当 于 
(Zz— zx)? 
222 

归 罗 大 发 生 的 这 _ 方 法 后 被 12 世纪 印度 学 者 婆 什 迎 罗 (Bhaskara I ,1114 一 
c. 1185) 在 其 天 文学 著作 《天 文系 统 极致 (Graphaganita) 中 引用 ,所 不 同 的 就 是 
婆 什 迎 罗 的 正弦 表 间 隔 为 10". 

在 中 国 ,线性 插值 法 也 是 古代 早期 的 天 文 计算 中 普遍 使 用 的 一 种 方法 .《 周 
侣 算 经 )》 中 就 有 线性 插值 法 的 记载 ,( 九 章 算术 )》 中 的 “ 盈 不 足 术 ”也 是 一 种 简单 
的 插值 法 . 而 中 国 东汉 末年 的 天 文学 家 刘 洪 在 其 ( 乾 象 历法 }》 中 则 使 用 插值 公式 

fa fm)i+r Ar (0 二 xz<1) 

计算 近地点 后 a 十 z 日 时 月 球 共 行 度数 . 公元 600 年 左右 , 刘 灶 的 《 皇 极 历 》 创 立 
了 等 间距 二 次 内 插 法 . 公元 723 年 , 张 北 的 (大 衍 历 ) 又 将 其 发 展 为 不 等 间距 二 
次 内 插 法 . 后 曹 士 劳 在 ( 符 天 历 )C780 年 ) 中 又 直接 给 出 了 太阳 视 运 动 中 心 差 的 
算式 


一 办 十 二 2 (CAy-: 十 Ayw) 十 * A yr-1. 


fez ) 2 
章 士 劳 的 思想 被 边 网 在 其 ( 烷 玄 历 )(892 年 ) 中 加 以 推广 . 总 起 来 说 ， 中 国 古代 的 
二 次 插值 法 具有 两 个 特点 :中 
一 是 以 齐 士 劳 , 边 网 为 代表 的 公式 化 算法 . 即 相当 于 采用 以 二 次 及 三 次 多 
项 式 在 一 象限 内 逼近 被 插 函 数 ,再 据 原 函数 的 周期 性 估算 其 他 各 象限 内 的 值 . 
二 是 以 刘 灯 、 张 遂 为 代表 的 分 段 插值 法 . 用 现代 语言 解释 实际 上 就 是 数 
列 的 递 推 过 程 , 即 已 知 数列 的 首 项 a 与 公差 4, 求 数列 的 各 项 以 及 数列 的 前 > 


@ 曲 安 京 , 纪 志 刚 , 王 荣 彬 :《 中 国 古 代数 理 天 文学 探析 》, 西 北大 学 出 版 社 ,1994. 
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项 和 . | ， 
现 将 张 遂 的 插值 湛 的 重要 推算 过 程 以 现代 符号 引述 如 下 : 
人 气 后 第 (4 二 1,2,3,…) 日 盘 缩 分 


_ Ay Ays Ay:” Ayz __l1 Ay! _ Ay: 
i 十 史 +( 学 党 ) | )， 
二 Am 十 Aya A Ay 3 Ay! Ay 
二 十 十 ( 守 站 ) Zia ， 2 ) 
_ Ay + Ay Ay: Ays 2& 一 1 /Ay! Ay: 
Ta + (他 a, ) zra( d, 让 
入 气 后 上 日 舞 缩 分 ,入 气 后 日 先后 数 
ok 一 和 十 0 十 … 十 和 
二 外 A 和 十 Ay #( 售 A k’ (学 A 
a Ta; di di) dtald dd)’ 


fxo tk) = f(zxo) to,. 
车 记 y 一 f(z), 设 zx 二 zo 十 &, 则 


工 一 To _ Ay! _ Ay: 
y= f(x) tT Ta A TAY) tz zz 人 (2 一 2 
-Ss (A hy:) 
di 十 da di Ce 全 


$7.2 阿拉 伯 学 者 的 线性 插值 法 


线性 插值 法 是 阿拉 伯 学 者 计算 三 角 函 数 近 似 值 的 一 种 常用 方法 . 早期 阿拉 
伯 学 者 比 鲁 尼 在 其 天 文学 著作 《4 马 苏 德 教规 》(Mas'idic Canon) 中 描述 了 其 正 
弦 函 数 的 线性 插值 系统 0. 比 鲁 尼 出 生 和 成 长 于 威海 南部 的 花 拉 子 模 ,很 早 就 开 
始 科学 研究 工作 ,并 得 到 著名 天 文学 家 阿布 ， 纳 斯 尔 的 指导 . 他 一 生 到 过 很 多 
地 方 ,包括 中 晚年 在 印度 各 地 旅行 和 居住 . 他 的 研究 工作 大 都 得 到 当地 统治 者 
的 支持 . 比 鲁 尼 毕 生 从 事 科学 研究 工作 ,在 80 多 岁 视力 和 听力 都 已 经 丧失 的 情 


OT.L: Berggten， Episodes in the Mathematics of Medieval Islam, Springer-Verlag, 
1986 ,pp. 146- 一 151. 
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况 下 ,他 仍 在 一 名 助手 的 帮助 下 努力 写作 . 比 鲁 尼 是 一 位 博学 多 产 的 科学 家 ,一 
生 共 写 了 大 约 146 部 著作 ,但 流传 至 今 的 只 有 22 部 .他 的 著作 几乎 涉及 到 当时 
所 有 的 科学 领域 ,在 天 文学 ,历史 学 .地 理学 ,数学 .力学 .医学 .药物 学 以 及 气象 
学 等 方面 都 有 不 同 程度 的 贡献 . 他 的 大 部 分 著作 是 有 关 天 文学 和 占星 术 的 ,在 
数学 方面 创新 性 的 成 果 不 多 ;但 在 数学 的 应 用 ,尤其 在 数学 的 传播 .东西 方 数学 
的 交流 方面 ,做 出 了 突出 贡献 . 如 他 的 著作 《4 印度》 一 书 详细 介绍 了 印度 文化 ,对 
东西 方 的 文化 交流 起 了 积极 的 促进 作用 . 


他 给 出 了 分 为 四 个 栏目 的 间隔 为 ( 卫 ) 的 正弦 表 , 其 中 第 一 栏 为 0 一 90 之 


间 间 隔 为 (元 ) 的 角 的 值 , 第 二 栏 为 对 应 于 前 栏 各 角 的 正弦 函数 值 , 第 三 栏 为 了 


数值 的 一 阶 差分 值 , 第 四 栏 是 各 差分 值 的 四 倍 值 . 若 记 zx, 为 各 插值 间隔 点 ,>， 
为 其 对 应 函数 值 ,Ay, 二 ynti 一 y, 为 对 应 于 y, 的 一 阶 差分 值 , 则 比 鲁 尼 的 插值 
公式 用 现代 符号 即 可 写成 


?一 2 十 二 . Ay, = yA4(z— zs) » Ay,, 


其 中 z<<Cz<<ztl， 
事实 上 ,正弦 函数 的 线性 插值 法 也 为 比 鲁 尼 同 时 代 的 阿拉 伯 学 者 哈 岭 和 伊 
本 ，。， 雨 依 斯 所 知 . 如 伊 本 。 雨 依 斯 给 出 了 相当 于 下 式 的 插值 公式 


并 一 并 。 


3 一 加 十 dad MM Ayn， 


其 中 4 二 1°,Ay, 一 yi 一 sz, 为 0" 一 90" 之 间 角 的 整 度数 值 . 
伊 本 ， 雨 依 斯 已 经 从 计算 中 观察 到 插值 系统 所 得 函数 值 总 小 于 正弦 函数 
的 真实 值 , 但 没有 给 出 有 关 的 说 明 或 论证 , 记 Lsin 为 sin 的 线性 插值 , 伊 本 “十 
依 斯 的 插值 公式 若 写 成 正弦 形式 , 则 有 
| | sin(O 十 1 ) 一 sinb , 
60 


~ Lsin(9 二 +x)=sing 二 Zz,0<XE60. 


设 

sin(0+1°)— sing 
60 

则 A(z) 为 连续 函数 , 且 可 以 证 明 , 对 于 任意 xzE€(0,60), f(x) 汪 0, 且 存在 zo 守 
30(zo 很 接近 30) 使 得 jzo) 为 最 大 值 . 当 0 委 z 委 mm 时 , /zxz) 的 图 象 即 正 弱 函 
数 的 真实 值 与 线性 插值 的 误差 分 布 大 致 如 图 7-1 所 示 . 


ios 


| f(z)=Lsin(g+x’) — sing— 。Z0<z 委 60， 
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继 比 鲁尼 、 伊 本 。 雨 依 斯 之 后 ,15 世纪 的 
阿拉 伯 学 者 卡 西 在 其 《修正 的 伊 儿 汗 历 XCZij-i ， 
Khagani) 中 也 描述 了 线性 插值 系统 . 中 他 首先 
给 出 间隔 为 1 的 四 位 正弦 函数 表 , 然 后 根据 计 
算 精度 的 需要 说 明了 他 的 在 给 定 1 间隔 角 的 
正弦 值 的 累 次 线性 插值 ,以 现代 符号 表示 其 大 
致 过 程 如 下 : 

记 有 (x) 二 sinz,zs 为 0 一 90" 之 间 间 隔 为 工 的 角 的 值 , f(x) 为 对 应 正弦 
值 ,Af(z,) 二 f(ziti) 一 f(x,) ,d= 二 1 , 则 


图 7-1 


| frst = f(r) + Aflz), 
其 中 0 过 :二 1 , 取 角 的 整 秒 值 ， 
zi 二 二 有 =Fm 二 TD 十 和 :AH(z)， 
0<<4<17, 取 角 的 整 厘 值 ;此 过 程 继续 下 去 , 即 有 
大 zz, 十 上 十 有 十 … 十 力 十 r) 一 大 zs 十 上 十 R 十 … 十 力 ) 十 


T° Af (zx,) 


二 f(z) 十 地" Af(zo) 十 外 Aflzi)+ ‘+r: Af (zr) + Aflx,), 


其 中 k,…,psr 的 值 与 上 述 1 类 似 .实际 上 , 卡 西 的 插值 过 程 就 是 正弦 函数 
的 一 种 选 代 过 程 ,其 插值 法 是 正弦 函数 一 种 比较 简单 的 选 代 法 ,是 通过 线性 迭代 
来 实现 的 ,可 以 看 做 是 一 次 线性 插值 的 一 种 推广 形式 . 由 于 线性 插值 本 身 就 是 一 
种 近似 计算 ,所 以 , 卡 西 尽管 经 过 多 次 迄 代 ,误差 仍 不 能 消除 . 


§7.3 ”阿拉伯 学 者 的 二 次 插值 法 


线性 插值 是 阿拉 伯 学 者 进行 三 角 函 数 近似 计算 的 一 种 常用 方法 ,三 角 函 数 
则 是 早期 阿拉 伯 学 者 进行 天 文 计 算 的 主要 工具 之 一 . 随 着 天 文学 的 迅速 发 展 ， 
对 三 角 函 数 的 精确 度 的 要 求 也 越 来 越 高 . 天 文学 家 们 已 经 开始 认识 到 线性 插值 


©D Javad Hamadanizadeh, “The Trigonometric Tables of al-Kashi in his Zij-i Khagani”, 
Historia Mathematica, 7¢1980), pp. 38 一 45. 
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得 到 的 三 角 函 数值 已 不 能 满足 日 益 发 展 的 天 文学 的 需要 ,也 影响 了 天 文 计算 的 
准确 度 . 为 了 进一步 提高 三 角 函 数值 近似 计算 的 精确 度 或 进一步 获得 准确 的 天 
文 计 算 和 预测 结果 ,他 们 一 方面 在 线性 插值 法 的 基础 上 作 了 改进 ,对 线性 插值 
带 来 的 误差 进行 修正 ,给 出 了 具有 自己 特点 的 二 次 插值 法 ,用 于 三 角 函 数 的 近 
似 计算 ; 男 一 方面 ,也 直接 把 二 次 插值 法 用 于 天 文 计算 ,这 点 与 中 国 古代 传统 的 
天 文 历法 的 计算 方法 相似 , 中 世纪 阿拉 伯 的 二 次 内 插 法 分 为 自 变量 等 间距 二 次 
内 插 法 和 自 变 量 不 等 间距 二 次 内 插 法 两 种 . 


7.3.1 有 变量 等 间距 二 次 内 插 法 


前 面 我 们 谈 到 比 鲁 尼 的 线性 插值 法 ,同一 部 著作 《 马 苏 德 教规 ) 中 ,在 线性 
插值 的 基础 上 , 比 鲁 尼 以 简洁 的 语言 描述 了 其 正弦 函数 的 二 次 插值 系统 . 这 
里 ,他 另 取 差分 Ayn 的 前 差分 Ay,-1, 然 后 以 两 差分 之 差 即 Ayn-1 一 Ay 
二 一 A ys-1; 也 就 是 二 阶 差分 的 负 值 乘 以 弧 差 (zx 一 zx,)( 即 插值 区 间 的 角度 增 
量 ) 并 除 以 插值 区 间 长 度 4. 前 差分 Ay,-; 减 去 此 结果 后 乘 以 弧 差 (x 一 z,) 再 除 
以 插值 区 间 长 度 d, 所 得 结果 加 上 插值 区 间 的 初始 函数 值 y, , 即 得 该 区 间 内 z 
点 的 函数 值 y. 以 现代 符号 用 公式 表示 即 为 


2 = + | Ay-， 一 二 (Ay- 一 Ay) | 


加 ZX— Xn (Xx— Zz, ) 

| 二 yy, 十 d a 
借助 于 间隔 为 1 的 正切 函数 表 , 比 鲁尼 还 给 出 了 形式 相同 的 正 切 隆 数 插值 公 
式 . 


“ Ayn-1 十 


. A? ysl1. 


与 比重 尼 同 时 代 的 伊 本 。 雨 依 斯 已 经 认识 到 正弦 函数 的 线性 插值 总 是 小 
于 真实 值 , 并 可 能 从 计算 中 观察 到 在 靠近 插值 中 间 点 的 误差 最 大 . 为 了 修正 由 
线性 插值 法 产生 的 这 一 误差 ,使 得 计算 结果 更 为 精确 , 伊 本 ， 两 依 斯 进一步 措 
述 了 正弦 函数 的 二 次 插值 系统 . @ 其 插值 过 程 车 以 现代 符号 和 语言 叙述 大 体 如 
下 ，; 


@ E.S. Kenndy, “The Motivation of al-Birini’s Second Order Interpolation Scheme”， 
Proceedings of the First International Symposium. 
©® J.L. Berggren, Episodes in the Mathematics of Medieval Islam, pp. 146 一 151. 


1 1o6 


一 


wel 
L。 阿拉 伯 插 值 法 的 比较 研究 


首先 利用 线性 插值 法 求 出 正弦 函数 在 连续 整 度 数 TsTotz 中 之 间 的 值 y 
〈 对 应 于 = 点 的 线性 插值 ) 和 yi， 即 


一 


Tn 
y 一 多 十 2 (Al 十 Am)， 


之 za 十 1 Tn 


yoi 二 yi 十 2 (Ay tAy,) = 与 (Ayr Ay,) +y,, 
并 从 表 中 查 出 y,; 1 的 值 . 以 几何 量 表示 即 ( 如 图 7-2)DD’= yy ,CC = y ,ED’ 


一 yn+l。 


图 7-2 
其 次 , 伊 本 ，。 雨 依 斯 定义 插值 的 基 : 
B=4(y,r1— y+1)=4B’, 
B 即 为 图 7-2 中 的 几何 量 ED. 然后 计算 
B(x xz) (2d— r+z)—4B' (x— zr,) (2d— zx,) 
的 值 . 下 依 图 7-2 给 出 此 值 的 几何 量 表示 ， 


y ,得 AC_AC _zr-x ,AC_FC AC 
由 人 ACC'OAADD, 得 条 一 舍 p a "XAD™ED: AD 


一 和 要， 为 4 与 GC 反 向 延长 线 的 交点 , 作 EG/AB,B8G 交 CE 的 延长 


BD_GD_FC _ BD d 


伐 了 京 HH, 则 BC 一 关 CC ' 而 BC 一 到 二 二 ,所 以 


_BC (XX) (2d—zr++z,) , 
~ BD FC B. 


HC=$ 


@ 伊 本。 雨 依 斯 的 正弦 表 间 隔 为 1 ,其 播 值 过 程 所 用 间 也 为 (二 )", 这 里 将 其 插值 问 属 
4 视 作 (十 ) 
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几何 量 HC 即 为 B(x 一 zx,)(2d 一 zx 十 xz). 

最 后 , 伊 本 ，。 雨 依 斯 取 y 十 BC(z 一 Zz)(2d 一 zx 十 z,) 为 工 点 的 孙 数 值 , 即 
一 y 十 BCz 一 zs)(2C 一 十 了 ) 


= y, + Za CAy, 十 Aynt1) 
1 
ee 


一 yn + Ay 十 Ays41) 一 2CX 一 ZX,) (2d 一 ZX 十 x,)。* 
(x— x) (2d— zx ) 
2d? 

内 上 过程 ,我 们 可 以 认为 全 。 雨 依 斯 的 二 次 插值 法 可 能 是 在 其 线性 播 
值 基础 上 建立 起 来 的 ,是 对 其 线性 插值 的 修正 (下 文 我 们 将 通过 对 比 进一步 说 
明 这 一 点 ). 他 定义 插值 的 基 B 实际 上 就 是 给 出 修正 式 的 系数 ,而 计算 B(x 一 
Zs) (2d 一 z 十 x) 的 值 , 即 是 求 修正 值 . 伊 本 。 雨 依 斯 插值 过 程 的 描述 看 来 与 其 
正弦 表 之 间 有 一 点 矛盾 ,正弦 表 间 隔 为 ,而 搬 值 过 程 的 叙述 则 有 从 表 中 查 出 


ya: 即 sin (z, 十 二 ") 之 值 的 步 又 .然而 ， 我 们 分 析 其 选 代 式 
F(zr)=B(z— x)(2d— z 十 z)， 


一 内 十 二 Zr (Ay, 十 Ays+1) 一 。° A?y, 


则 有 z 
F(x,)=F(zrtz)=0. 

所 以 ,只 需 在 zyzs+s 之 间 任 意 选 择 一 点 ,迭代 式 F(x) 都 可 以 确定 .点 zs+1 也 许 

是 雨 依 斯 在 插值 点 x; ,z+: 之 间 加 入 的 一 个 结 点 ,而 y+i 的 值 是 容易 得 到 的 . 为 

了 便于 叙述, 上面 的 说 明 中 我 们 仍 把 点 zx.+1 作 为 一 插值 点 ,从 而 将 插值 区 间 看 


全 
进一步 分 析 选 代 函 数 F(z) , 则 有 F(z) 为 开口 向 下 的 抛物 线 , 当 x 二 zo 时 
取 最 大 值 子 , 且 可 以 得 到 下 面 的 结论 : 
当 z 一 zoh 时 ,y 一 sinzstii 
当 ( 寺 ) <z 一 <l 时 ,<y<sinzi 


当 0<z 一 zs<( 序 ) 时 ,y>sinz 
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结合 第 一 部 分 关于 伊 本 。 雨 依 斯 线性 插值 的 分 析 , 则 f(x) 与 F(z) 的 图 象 关系 
大 致 如 图 7-3 所 示 . 图 中 阴影 部 分 即 为 正 弱 函数 真实 值 与 二 次 插值 之 差 的 大 致 
分 布 . 0 或 记 G(z)= 二 f(z) 一 F(zx) 二 sinx 一 Lssinz; 则 G(xz) 的 图 象 大 致 如 图 7-4 


了 了 
Fo) An 
O x OO x 
图 7-3 图 7-4 


所 示 . 


7.3.2 和 变量 不 等 间距 二 次 内 插 法 


阿拉 伯 学 者 的 线性 插值 法 与 自 变 量 等 间距 二 次 插值 法 大 都 用 于 三 角 函 数 
的 近似 计算 . 13 世纪 的 阿拉 伯 学 者 纳西 尔 本 不同 于 他 的 前 辈 , 在 其 天 文学 著作 
《 仇 儿 汗 历 》(Zij-i khani ,1271 年 ) 第 二 章 第 四 部 分 确定 星体 的 位 置 时 描述 了 


自 变量 不 等 间距 二 次 内 插 系 统 久 , 他 称 其 为 
差分 绝 法 (difference arc). 当 5 天 间隔 的 平 
均 每 天 运行 增长 数 不 同 于 另外 5 天 时 ,他 使 
用 了 这 种 方法 . 以 现代 的 语言 和 符号 叙述 ， 
则 其 一 般 过 程 如 下 : 

设 Ayi ,Ay 分 别 为 相 邻 间隔 di ,ds 天 
的 星体 运行 增长 度数 . 构造 


Am Ay 
_d qd 
er atad ， 


2 


SE 


@ 通过 计算 机 绘图 可 知 二 次 播 值 的 误差 的 最 大 基数 仅 为 10 , 它 是 精度 相当 高 的 正弦 


函数 的 远近 算法 . 


© Javad Hamadanizadeh, “A Second-order Interpolation Scheme Described in the Zij-i 


Tlkhini”, Historid Mathematica ,12(1985), pp. 56 一 59. 
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和 一 


即 为 图 7-5 中 有 , 则 间隔 ds 天 中 第 一 天 .第 二 天 .…、 第 天 的 增长 度数 
81 = Socp'p = 学 +9 十 三 e = 入 二 去 (TDe， 


Ad 工人 2 十 二 
一 可 十 吴 e 十 于 e 十 6 一 2 十 地 (di 十 3)e， 


-Ay 1l _ 
6 = d+ Ld tn 1)]e. 
已 知 f(x) ; 则 间隔 Cz ,zz) 中 第 & 天 星体 位 置 经 度 


fxi 十 &) 二 flxi ) 十 人 十 十 全 十 


一 ,A 
flzi)+k di 


十 二 [ed 十 1 二 3 十 … 十 (2 一 1D)]e 


=f(r) +k. Sd te 
1 
车 记 y= 二 f(z), 设 z 二 zi 十 &, 则 有 


y= fn 2Z1 。 Ay 十 却 (z 一 z0(di 二 zx 一 Zz1)e 
2 en) {Ay Ay 
A A 


zz) (Ay Ay 
Tra (党 一 党 让 


上 述 过 程 当 di 一 1,ds 一 5 时 ， 即 为 纳西 尔 丁 实际 采用 的 二 次 插值 算法 . 


Ge eath , Ays — A 


y= f(x) + (zz1) 。A 和 十 3 


Hans 和 和 


这 里 Aw 一 zl) — f(x 一 1)， A 一 
(zz 十 5) 中 第 下 天 的 增长 数 
8 一 Ay 十 &， SA ,= 1,2,3,4,5, 
验证 了 第 3 天 的 增长 度数 8 等 于 5 下 的 罗江 长 本人 os 
SA 一 Ay， 


前 文 的 分 析 可 以 看 出 ,纳西 尔 丁 的 二 次 插值 与 比 鲁 尼 和 和 伊 本 ， 雨 依 斯 


8 一 Ayi 十 3 . 


iio 
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的 二 次 插值 系统 有 着 较 大 的 差别 . 首先 ,插值 法 应 用 的 区 域 不 同 , 这 是 显然 的 ; 
其 次 ,获取 插值 公式 的 过 程 不 同 , 比 鲁 尼 和 伊 本 。 雨 依 斯 均 是 通过 构造 修正 式 
对 其 线性 插值 公式 进行 修正 ,而 纳西 尔 丁 则 实际 上 相当 于 利用 函数 的 迭 加 (或 
数列 的 递 推 ) 给 出 了 其 插值 公式 的 具体 推算 过 程 . 由 此 看 来 ,纳西 尔 丁 的 不 等 间 
距 二 次 内 插 系 统 没有 受到 其 前 辈 插值 思想 的 影响 . (但 也 有 一 点 ,纳西 尔 丁 插值 
过 程 开 始 构造 的 e 和 伊 本 ， 雨 依 斯 所 定义 的 插值 的 基 B 作用 是 一 致 的 ) 


§7.4 比较 与 结论 


7.4.1 线性 插值 


线性 播 值 只 有 用 于 随 自 变量 变化 函数 值 变动 不 大 的 函数 (如 正弦 .余弦 等 ) 
才能 得 到 较 好 的 效果 ,而 对 于 随 自 变量 的 变化 函数 值 变 动 较 大 的 函数 ,线性 插 
值 所 得 函数 值 与 真实 值 就 会 产生 较 大 的 误差 . 如 刘 洪 的 插值 公式 ,由 于 在 一 整 
日 时 间 内 月 球速 度 变动 很 大 ,所 以 误差 也 比较 大 . 因此 ,线性 插值 对 于 随 自 变量 
变化 函数 值 变 动 不 大 的 函数 不 失 为 一 种 较 好 的 逼近 方法 . 

由 前 文 的 叙述 ,虽然 阿拉 伯 学 者 的 线性 插值 公式 与 希腊 学 者 托 勤 密 和 印度 学 
者 婆 罗 摩 稚 多 等 的 公式 形式 上 均一 致 ,但 我 们 仔细 分 析 却 可 以 得 出 不 同 的 结论 ， 

1. 阿拉 伯 学 者 的 线性 插值 系统 其 插值 过 程 与 托 勒 密 的 实质 上 是 一 致 的 . 托 
勒 密 的 著作 《大 汇编 时 在 公元 780 年 就 被 从 希腊 文 译 成 阿拉 伯 文 ,之 后 ,这 部 
著作 在 阿拉 伯 学 者 那里 逐渐 成 为 他 们 进行 天 文 、 历 法 研究 的 重要 资料 之 一 , 许 
多 阿拉 伯 天 文学 家 均 不 同 程度 地 受 其 影响 . 阿拉 伯 学 者 的 线性 插值 法 可 能 就 在 
其 影响 之 列 ， 

2. 婆罗 摩 笈多 插值 系统 的 描述 和 凤 在 二 次 插值 ， ,并 未 明确 给 出 其 线性 插值 公 
式 . 如 果 阿 拉 伯 学 者 受 其 著作 中 插值 思想 的 影响 ,那么 ,他 们 首先 了 解 的 应 该 是 
其 二 次 插值 系统 . 二 次 插值 在 计算 精确 度 上 较 线性 插值 具有 明显 的 优越 性 . 阿 
拉 伯 学 者 即使 不 能 对 婆罗 摩 航 多 的 二 次 插值 作出 改进 ,至 少 也 应 该 取 而 用 之 ， 
不 至 手 合 弃 二 次 插值 而 取 相 对 来 说 计算 精确 度 差 的 线性 插值 . 由 此 ,我 们 认为 阿 
拉 伯 学 者 的 线性 插值 不 可 能 受 印度 学 者 ,特别 是 婆罗 摩 笈多 的 插值 思想 的 影响 ， 

另外 ,中 国 虽然 较 早 地 使 用 线性 插值 来 进行 天 文 历法 计算 ,但 三 角 函 数 概 
念 在 中 国 的 使 用 较 晚 ,中 国 早期 的 插值 法 与 三 角 函 数 之 间 毫 无 关系 . 阿拉 伯 早 
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期 的 线性 插值 与 中 国 早期 的 线性 插值 二 者 在 使 用 领域 上 相差 其 远 . 因此 ,也 不 
可 能 受到 中 国 插值 思想 的 启示 . 

综 上 所 述 ,阿拉 伯 早 期 的 线性 插值 是 在 继承 希腊 天 文学 思想 的 基础 上 ,在 
寻求 如 何 较 为 精确 地 计算 出 三 角 函 数值 时 , 受 希 腊 插 值 思想 的 影响 而 建立 起 自 
己 的 三 角 函 数 计算 的 逼近 方法 一 一 线性 插值 法 . 


7.4.2 二 次 插值 


对 比比 鲁尼 和 婆罗 摩 舌 多 的 二 次 插值 公式 ,二 者 都 使 用 了 前 一 区 间 的 差分 
Ay,-1; 不 同 的 是 比 鲁 尼 公 式 的 第 二 项 只 使 用 了 差分 Ay,_1 ,婆罗 摩 笈多 则 采用 


了 Ay 和 Ay, ;的 平均 信 , 即 区 间 y, ;到 yi 变化 的 平均 值 工 (yi 一 y,-1) = 


记 (Ays 十 Ay,-1) 代 蔡 线 性 插值 中 的 Ay,. 事实 上 ,婆罗 摩 禾 多 的 插值 公式 要 比 


比 鲁 尼 的 更 为 优越 .我们 只 和 需 将 婆罗 摩 航 多 的 二 次 插值 公式 分 别 减 去 比 人 鲁尼 的 
线性 和 二 次 插值 公式 , 即 可 看 出 两 个 结果 除 符号 不 同 外 , 均 为 
(zx—Zx,)(2d—Zz 十 xz, ) 
2d? 
比 和 鲁尼 的 二 次 撒 值 公式 在 逼近 程度 上 并 没有 比 其 线性 播 值 取得 更 大 的 进展 . 分 
析 其 原因 ,作者 认为 虽然 比 鲁 尼 给 出 了 正弦 函数 的 线性 捅 值 公式 ,也 认识 到 他 
的 线性 插值 公式 求 出 的 函数 值 总 是 小 于 正弦 函数 的 真实 值 , 且 


Ayn_1— Ay» 一 2sinzs 一 (SinZu+l 十 Sinzo ly) 
=2|sinz, —cos (H+ ) 。 sin (2 2 Te ) ]>°; 


所 以 ,他 将 其 线性 插值 公式 第 二 项 中 的 Ay 在 二 次 插值 公式 中 换 作 Ay,-1 ,以 增 
大 二 次 插值 公式 的 前 两 项 数值 . 然而 ,他 也 许 没 有 清楚 地 认识 到 对 此 增 大 值 若 


再 以 作品 。 A?y, ,修正 将 会 产生 较 大 误差. 另外 ,如 果 比 重 尼 的 二 次 插值 


受到 婆罗 摩 航 多 插值 思想 的 影响 ,那么 , 它 至 少 不 应 劣 于 婆罗 摩 航 多 的 插值 系 
统 ,然而 ,我 们 的 分 析 结 果 却 恰恰 相反 , 因此 , 比 鲁 尼 的 二 次 插值 思想 来 源 并 不 
在 印度 ,可 能 是 他 对 线性 插值 公式 直接 修正 的 结果 . 

再 来 分 析 雨 依 斯 的 二 次 插值 系统 . 明显 地 , 雨 依 斯 的 插值 过 程 和 婆罗 摩 笈 
多 的 不 同 ,虽然 都 是 对 线性 插值 法 的 修正 ,但 雨 依 斯 是 在 线性 插值 公式 的 基础 
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上 增加 一 个 修正 式 , 而 婆罗 摩 航 多 是 通过 对 线性 插值 公式 中 的 Ay 进行 修正 ， 
即 以 另 一 个 修正 式 代替 线性 插值 公式 中 的 Ay,. 另外 ,两 公式 最 终 的 表达 形式 
也 有 所 不 同 . 因此 ,可 以 排除 婆罗 摩 航 多 插值 思想 对 雨 依 斯 的 影响 . 

下 面 分 析 中 国学 者 和 雨 依 斯 的 二 次 插值 法 . 雨 依 斯 和 中 国 刘 糯 的 二 次 插值 
法 ,虽然 两 位 学 者 的 插值 公式 可 以 通过 转换 而 使 得 两 公式 的 最 终 表 达 形 式 相 
同 ,但 一 者 用 于 三 角 函 数 ,一 者 直接 用 于 天 文 计算 ,二 者 应 用 的 区 域 相差 较 远 . 
另外 ,二 者 的 插值 过 程 也 不 同 . 虽然 最 终 都 是 对 线性 插值 的 修正 ,但 雨 依 斯 是 通 
过 直接 构造 辅助 函数 而 得 到 其 结果 , 刘 灶 则 是 通过 实质 上 相当 于 数列 的 递 推 而 
达到 其 目的 . 两 种 插值 法 插值 的 区 间 范 围 也 有 所 不 同 ,前 者 以 Ay, ,Ay+ 推 求 
两 相 邻 区 间 (zx; ;zit1) 和 (zati ,ztz) 中 任 一 点 正弦 值 ,而 后 者 则 以 Ay, (所 在 气 
防 降 率 ).Ayw:: (后 气 率 ) 推 求 (zx, ,zi1) (所 在 气 ) 中 任 一 时 刻 的 迟 速 数 . 雨 依 斯 
修正 式 和 曹 士 劳 的 太阳 视 运 动 中 心 差 算 式 形式 上 虽然 相似 ,但 二 者 的 应 用 区 域 
等 也 不 相同 . 总 之 , 雨 依 斯 的 插值 公式 可 能 没有 受到 中 国 插值 思想 的 启示 . 雨 依 
斯 在 其 著作 中 没有 说 明 其 二 次 插值 系统 的 思想 来 源 ,我 们 认为 :一 者 ,他 对 抛物 
线 y= (zx 一 zx,)(2d 一 zx 十 zx,) 的 性 质 有 了 很 清楚 的 了 解 ,其 二 次 插值 公式 是 通过 
对 线性 插值 计算 的 观察 ,掌握 其 特点 后 ,直接 利用 抛物 线性 质 对 线性 插值 公式 
进行 修正 而 构造 了 此 二 次 函数 ; 另 者 ,他 通过 几何 的 方法 得 到 其 修正 式 , 并 结合 
线性 插值 公式 给 出 二 次 插值 公式 . 

纳西 尔 丁 的 二 次 插值 系统 却 与 中 国 天 文学 者 的 二 次 插值 系统 具有 很 大 程 
度 的 相似 之 处 , 虽然 由 于 所 选取 的 差分 值 不 同 而 使 得 中 国学 者 和 纳西 尔 丁 最 终 
得 到 形式 不 同 的 插值 公式 ,但 他 们 的 推算 过 程 是 一 致 的 ,都 是 利用 实际 上 相当 
于 数列 的 递 推 过 程 而 得 到 其 结果 , 且 都 是 将 其 插值 法 直接 应 用 于 天 文 计算 . 事 
实 上 ,到 了 纳西 尔 丁 的 时 代 , “蒙古 军队 已 攻陷 巴格达 , 旭 烈 无 汗 在 纳西 尔 丁 
图 西 的 建议 下 在 茧 刺 哈 山 惹 筑 造 了 天 文 台 , 旭 烈 匹 汗 曾 自 中 国 携 天 文学 家 数 人 
至 波斯 ”,“ 纳 西 尔 丁 之 能 知 中 国 纪元 及 天 文 历数 者 盖 得 之 于 是 人 也 ” @ 因 此 , 纳 
西 尔 丁 的 插值 思想 极 有 可 能 源 于 中 国 . 

总 之 ,对 于 阿拉 伯 的 插值 法 ,我 们 认为 其 线性 插值 可 能 受到 希腊 思想 的 影 
响 ; 等 间距 二 次 内 插 法 是 在 线性 插值 的 基础 上 直接 修正 而 来 ;纳西 尔 丁 的 不 等 
间距 二 次 内 插 法 很 可 能 受到 中 国 插值 思想 的 影响 . 


@ 钱 宝 下 :《 中 国 数 学 史 》, 科 学 出 版 社 ,1992, 第 220 页 . 
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谈 到 对 阿拉 伯 数 学 成 就 的 评价 问题 ,本 书 的 开始 我 们 就 已 经 指出 , 随 着 中 
世纪 阿拉 伯 数 学 文献 的 不 断 被 发 现 和 研究 ,不 应 再 局 限于 传统 的 看 待 阿拉 伯 数 
学 的 观点 ,应 该 从 新 的 角度 , 即 比较 研究 (和 和 希腊 .巴比伦 以 及 同时 期 或 之 前 的 
印度 和 中 国 等 ) 的 角度 客观 地 、 合 理 地 评价 . 对 于 阿拉 伯 数 学 的 某 一 分 支 亦 应 如 
此 . 前 文 关于 阿拉 伯 代 数学 四 个 方面 的 比较 分 析 可 以 看 出 ,阿拉 伯 学 者 在 代数 
学 方面 的 成 就 是 突出 的 . 

1 方程 论 

二 次 方程 ,虽然 古巴 比 伦 .希腊 ( 丢 番 图 ) .印度 等 都 曾 给 出 其 精确 解法 ,但 
像 阿拉 伯 学 者 ( 花 拉 子 米 等 7 那样 一 般 化 .系统 化 的 论述 却 从 未 出 现 , 他 们 不 但 
给 出 一 般 的 方法 ,更 重要 的 是 引 和 人 了 一 些 代数 运算 规则 和 方程 术语 (如 移 项 、 合 
并 同类 项 等 ). 花 拉 子 米 的 著作 《代数 学 》 自 12 世纪 传人 欧洲 之 后 , 几 个 世纪 一 
直 作 为 欧洲 人 的 标准 课本 使 用 . 三 次 方程 ,直到 文艺 复兴 时 期 ,并 未 出 现 一 般 的 
代数 解法 . 希腊 学 者 虽 以 几何 的 形式 给 出 某 些 特殊 类 型 的 几何 解法 ,但 不 具 一 
般 性 ,阿拉伯 学 者 奥马 ， 海 亚 姆 则 针对 明确 的 代数 方程 首次 给 出 了 一 般 三 次 方 
程 ( 有 正 根 ) 的 几何 解法 (利用 圆锥 曲线 或 圆 相 交 的 方法 ), 并 引入 了 数 和 几何 量 
之 间 自 由 过 渡 的 “ 面 数 ”和 “立体 数 ” 等 概念. 之 后 ,沙拉 夫 丁 .图 西 虽 是 以 几何 
的 形式 讨论 了 三 次 方程 的 正 根 ,但 其 思想 的 实质 却 是 函数 概念 的 引入 和 问题 的 
转化 . 总 起 来 说 ,在 二 次 方程 的 代数 解法 和 三 次 方程 的 几何 解法 上 ,阿拉 伯 学 者 
的 成 就 是 同时 期 或 之 前 以 至 于 文艺 复兴 之 前 的 其 他 国家 的 学 者 所 无 法 比拟 的 ， 
他 们 这 方面 的 工作 对 文艺 复兴 时 期 方程 论 的 发 展 具有 重要 意义 . 
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2， 多 项 式 理论 和 二 项 式 定理 


多 项 式 理论 ,阿拉 伯 学 者 首先 将 其 作为 代数 计算 的 理论 加 以 论述 ,尽管 他 
们 的 探讨 是 浅显 的 .最 基本 的 ,没有 在 更 深 的 层次 上 进行 思考 ,但 他 们 的 工作 仍 
具有 重要 意义 .一 方面 ,多 项 式 理论 首次 被 作为 专门 的 课题 加 以 研究 ; 另 一 方 
面 ,他 们 的 工作 丰富 了 实数 代数 结构 ,为 代数 结构 从 有 理 量 到 无 理 量 的 扩张 做 
了 最 初 的 尝试 . 希腊 、 印 度 、 中 国 等 的 方程 论 中 自 是 不 可 避免 地 涉及 到 多 项 式 的 
一 些 初等 运算 . 二 项 式 定理 (或 系数 三 角形 ) ,阿拉 伯 和 中 国 几乎 同时 出 现 , 但 阿 
拉 伯 人 和 中 国人 获得 系数 三 角形 的 方式 不 同 . 他 们 可 能 各 自 独立 地 完成 了 自己 
的 工作 . 然而 , 像 阿拉 伯 学 者 那样 将 多 项 式 和 二 项 式 定理 作为 专门 的 研究 课题 ， 
如 此 完整 .系统 地 探讨 却 没有 出 现 . 


3， 插值 法 


希腊、 印度 、 中 国 等 都 较 早 地 给 出 过 插值 法 ,阿拉 伯 学 者 在 这 方面 并 未 作出 
更 好 的 推进 ,但 也 具有 自己 的 特点 . 对 于 等 间距 二 次 内 插 法 ,他 们 没有 采取 印度 
和 中 国 推算 的 过 程 ,而 是 直接 在 其 线性 插值 公式 上 添加 修正 式 得 到 内 插 公式 . 
另外 ,他 们 将 插值 法 应 用 于 三 角 函 数值 的 计算 , 列 出 了 大 量 的 相当 精确 的 三 角 
函数 表 . 


4. 开 方 法 和 方程 数值 解法 


在 这 方面 ,中 国学 者 取得 的 突出 成 就 及 所 处 的 领先 地 位 是 毋庸 置疑 的 . 印 
度 学 者 虽然 较 早 地 给 出 了 开 方 法 ,但 没有 将 其 发 展 到 开 高 次 方 和 方程 的 数值 解 
法 . 阿拉 伯 学 者 完成 了 由 早期 的 开 低 次 方法 到 12 世纪 的 开 高 次 方法 一 一 鲁 菲 
尼 一 替 纳 算法 的 逐步 推广 和 发 展 ,最 终 实 现 了 寻求 开 方法 的 简单 的 ,程序 化 的 
计算 模式 的 目的 . 遗憾 的 是 阿拉 伯 学 者 虽 将 开平 方 、 开 立方 推广 到 二 ,三 次 方程 
的 数值 解法 ,但 没有 实现 开 高 次 方 到 高 次 数值 方程 解法 的 突破 . 阿拉 伯 学 者 在 
开 高 次 方 和 二 ,三 次 方程 数值 解法 上 除 不 及 中 国之 外 ,已 遥遥 超出 同时 期 或 之 
前 的 其 他 国家 . 

总 之 ,阿拉 伯 学 者 在 代数 学 上 并 非 是 缺乏 创造 精神 的 其 他 国家 数学 的 模仿 
者 ,他 们 在 许多 方面 的 成 就 是 卓越 的 , 积 则 时 期 的 其 他 国家 相 比 是 毫 不 逊色 的 . 
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当然 ,我 们 不 能 以 现代 数学 的 成 就 来 衡量 中 世纪 阿拉 伯 代 数学 的 贡献 ,那样 也 
是 不 客观 .不 合理 的 ， 


阿拉 伯 代 数学 的 主要 思想 来 源 


阿拉 伯 数 学 的 思想 来 源 问 题 是 中 世纪 阿拉 伯 数 学 研究 中 的 一 个 重要 问题 ， 
对 此 众说 纷 经 . 传统 的 观点 通常 认为 主要 来 源 于 希腊 .印度 ,另外 还 有 巴比伦 、 
埃及 数学 等 . 同样 ,对 于 阿拉 伯 代 数学 的 主要 来 源 也 是 各 抒 己 见 . 莫 衷 一 是 , 通 
常 认 为 主要 来 源 于 希腊 传统 .印度 传统 或 巴比伦 传统 等 ,而 对 于 中 国 古 代数 学 
和 阿拉 伯 数 学 之 间 的 关系 则 研究 较 少 , 数学 史家 钱 宝 琼 和 科学 史家 李 约 瑟 等 则 
主要 从 文献 考证 方面 提出 中 国 古 代数 学 可 能 在 诸多 方面 影响 到 阿拉 伯 . 概括 
地 说 ,阿拉 伯 数 学 并 非 某 一 传统 数学 思想 的 延续 .发展 , 它 是 许多 传统 的 融合 ， 
含有 多 民族 文化 的 因素 . 追究 阿拉 伯 数 学 各 个 不 同 领 域 .不 同 成 果 的 思想 来 源 
是 一 件 十 分 困难 、 繁 锁 的 事情 . 本 书 从 间 题 的 方法 、 过 程 本 身 对 阿拉 伯 代 数学 中 
的 一 些 问 题 进行 了 比较 研究 ,就 这 些 问题 的 可 能 思想 来 源 ,作者 也 只 能 舍 其 末 
而 取 其 本 , 侈 其 次 要 而 究 其 主要 .通过 比较 ， 我 们 六 为 阿拉 伯 代数 学 发 展 的 两 条 
线索 是 :希腊 思想 的 延续 ;东方 特色 . 


1. 希 腾 思 想 的 延续 


(a) 方程 论 . 前 文 的 比较 分 析 可 以 看 出 ,阿拉 伯 代 数学 中 希腊 思想 的 延续 主 
要 体现 在 三 次 方程 的 几何 解法 以 及 部 分 阿拉 伯 学 者 二 次 方程 代数 解法 的 几何 
解释 上 . 以 奥马 。 海 亚 姆 为 代表 的 阿拉 伯 学 者 在 求解 三 次 代数 方程 时 继承 发 展 
了 希腊 早期 的 几何 代数 方法 ,对 于 各 种 不 同类 型 的 三 次 方程 都 分 别 设计 不 同 的 
圆锥 曲线 (或 圆 ), 利 用 曲线 相交 的 方法 解决 了 一 般 三 次 方程 . 在 二 次 方程 代数 
解法 的 几何 解释 上 ,一 些 阿拉 伯 学 者 则 借助 希腊 几何 来 完成 . 但 这 只 是 在 阿拉 
伯 学 者 那里 成 为 其 思想 主流 之 一 ,随后 逐渐 减弱 ,到 了 欧洲 文艺 复兴 时 期 则 慢 
慢 消 逝 ,并 未 发 展 为 数学 中 的 主线 延续 下 来 . 

(b) 插值 法 . 线性 插值 ,阿拉 伯 学 者 可 能 受到 希腊 思想 的 影响 . 早 在 公元 


@ 钱 宝玉 :中 国 数学 史 》 第 217--244 页 ;或 李 约 瑟 ,《 中 国 科学 技术 史 》( 一 ), 第 477 一 
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第 八 章 
结 论 


780 年 就 被 译 成 阿拉 伯 文 的 希腊 天 文学 著作 《大 汇编 》 中 使 用 了 线性 插值 计算 正 
弦 函 数值 . 阿拉 伯 的 线性 插值 也 许 受 其 影响 . 


2， 示 方 将 色 


阿拉 伯 数 学 的 一 个 显著 特征 就 是 它 的 东方 数学 特色 , 即 寅 理 于 算 的 算法 化 
倾向 .实用 人 性 特点 和 数值 化 特征 . 这 是 其 另 一 思想 主流 . 阿拉 伯 学 者 并 非 都 是 希 
腊 长 于 逻辑 推理 数学 的 忠实 信徒 ,他 们 很 多 反对 近乎 纯粹 人 逻辑 推理 的 数学 的 介 
入 ,主张 数学 的 实用 性 . 较 早 的 阿拉 伯 学 者 花 拉 子 米 在 其 著作 《代数 学 ) 中 明确 
提出 他 的 著作 的 目的 是 服务 于 人 们 的 实际 目的 和 需要 ,并 列举 了 大 量 的 实际 问 
题 利 用 其 方程 理论 来 解决 ， 

(a) 二 次 方程 . 阿拉 伯 学 者 给 出 了 具体 的 算法 ,并 提供 了 算法 的 几何 证 明 ， 
虽然 中 国 古 代数 学 并 未 明确 给 出 二 次 方程 的 代数 解法 (实际 上 中 国 低 次 方程 的 
“ 开 带 从 方法 ” 当 求 得 的 根 为 精确 值 时 ,与 求 根 公 式 是 一 致 的 ) ,但 阿拉 伯 学 者 的 
几何 证 明 方法 (以 花 拉 子 米 为 代表 ) 与 中 国 的 “出 人 相 补 原理 ?一致 ,上 且 这 种 先 给 
出 算 潜 再 提供 几何 依据 的 思想 恰 与 中 国 古代 传统 数学 吻合 . 

《b) 开 方 和 方程 的 数值 解法 . 从 前 文 的 分 析 可 以 很 清楚 地 看 出 ,阿拉 伯 学 
者 的 开 方法 以 及 方程 的 数值 解法 目的 旨 在 寻找 一 种 简单 的 程序 化 .机 械 化 的 算 
法 ,而 算法 又 大 都 是 以 具体 的 数值 问题 体现 出 来 ,这 正 是 中 国 数学 的 主要 特征 
之 一 . 自 早期 的 阿拉 伯 开 方法 起 ,在 计算 过 程 步 又 上 就 与 印度 的 开 方法 有 较 大 
差别 ,而 与 中 国 的 非常 相似 . 12 世纪 的 开 高 次 方 几乎 与 中 国 的 算法 完全 一 致 , 且 
阿拉 伯 学 者 给 出 的 二 三 次 方程 的 数值 解法 也 与 中 国 的 传统 呈现 出 很 大 程度 的 
相同 或 相似 . 开 高 次 方 和 方程 的 数值 解法 在 同时 期 或 之 前 的 印度 却 没 有 出 现 . 
虽然 对 于 开 高 次 方 和 方程 数值 解法 来 说 ,阿拉 伯 人 和 中 国人 可 能 各 自 独立 地 得 
到 了 他 们 的 方法 ,但 这 一 系列 成 果 的 相同 和 相似 似乎 绝 非 偶 然 ,二 者 存在 着 某 
种 联系 ,也 就 是 阿拉 伯 早 期 的 开 方法 很 可 能 受到 中 国 早 期 开 方术 的 影响 . 

(c) 二 项 式 定理 .阿拉伯 人 和 中 国人 可 能 各 自 独立 地 发 现 了 系数 三 角形 . 前 
者 的 系数 三 角形 与 其 早期 的 开 方 是 一 脉 相 承 的 ,后 者 来 自 其 * 开 方术 ”是 毋 良 置 
疑 的 . 虽然 二 者 的 阶 数 、 放 置 方式 和 构成 方法 不 同 ,但 前 者 的 构造 过 程 与 后 者 的 
“ 求 廉 细 草 ” 过 程 相同 ,上 且 二 者 数字 的 排列 方式 完全 相同 . 阿拉 伯 系 数 三 角形 的 
最 终 根源 应 该 在 中 国 ， 

(d) 插值 法 . 从 前 文 对 插值 法 的 比较 分 析 可 以 看 出 ,纳西 尔 丁 不 等 间距 二 次 
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插值 法 不 但 推算 过 程 和 中 国学 者 的 一 致 ,而 且 公式 的 最 终 表 达 形 式 也 和 中 国 某 
些 学 者 的 相似 , 且 亦 有 纳西 尔 丁 的 天 文 知识 得 知 于 中 国 天 文学 家 的 记载. 因此 ， 
我 们 认为 他 的 二 次 插值 法 济源 于 中 国 . 

传统 的 观点 认为 阿拉 伯 代 数学 受 印度 或 希腊 的 影响 较 多 ,但 由 我 们 的 分 析 
知 ,阿拉 伯 代数 学 的 一 系列 成 果 , 如 开 高 次 方 .方程 的 数值 解法 、 二 项 式 定理 以 
及 二 次 方程 的 几何 证 明 等 ,在 同时 期 或 之 前 的 印度 都 没有 出 现 ,当然 希腊 影响 
的 说 法 更 应 排除 ;相反 , 却 均 与 同时 期 或 之 前 中 国 数学 的 相应 成 果 呈 现 出 某 种 
程度 的 相似 或 相同 (有 些 几 乎 全 同 ,如 开 高 次 方 ), 且 这 些 相似 或 相同 并 非 仅仅 
是 形式 上 的 ,更 是 本 质 上 的 , 因此 ,阿拉 伯 代 数学 和 中 国 古代 数学 似乎 存在 着 革 
种 渊源 . 较 之 于 希腊 和 印度 数学 ,中 世纪 阿拉 伯 代 数学 很 大 可 能 受到 中 国 数学 
的 影响 为 多 ,并 最 终 传 给 欧洲 . 

由 前 面 的 分 析 , 对 于 阿拉 伯 数 学 所 取得 的 成 就 我 们 应 该 给 予 充 分 的 肯定 . 
另外 ,西方 人 通常 认为 中 国 古 代数 学 没有 对 世界 数学 特别 是 近 现代 数学 主流 产 
生 影响 ,起 过 作用 ,我 们 对 此 持 否定 态度 . 也 许 中 国 古代 数学 没有 直接 影响 到 欧 
洲 数学 ,但 通过 对 中 世纪 阿拉 伯 数 学 的 影响 ,中 国 古 代数 学 对 后 来 欧洲 数学 的 
发 展 间接 地 起 到 了 一 定 的 促进 作用 . 
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